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A. Definition 


———— 


Bei Messungen des magnetischen Kernmoments muf unter anderem eine Kor- 


rektur infolge des Abschirmfeldes, das durch die Elektronenhiille im Magnetfeld 
hervorgerufen wird, angebracht werden. Da diese Abschirmung dem aéuferen 
Magnetfeld proportional ist, kann ihre Grof%e durch Messungen bei verschie- 
denen Feldern auch nicht eliminiert werden. Es ist bisher kein experimentelles 
Verfahren zur Bestimmung der GréBe dieses Abschirmfeldes bekannt. Da aber 
die Genauigkeit, mit der dieses Abschirmfeld bekannt ist, in die Genauigkeit der 


gemessenen magnetischen Kernmomente eingeht, bleibt kein anderes Mittel, als’ 


die wie folgt definierte 
AH 
=S= —— 1 
ie re (1) 


Abschirmkonstante theoretisch zu berechnen. Dies wurde 1941 erstmals von 
Lame [66] fiir Atome getan. Bald jedoch, als Kernresonanzexperimente méglich 
waren, die es gestatteten, die magnetischen Kernmomente mit sehr groBer Genauig- 
keit zu messen, stellten sich [63, 25] Diskrepanzen heraus, wenn das Kernmoment 
eines Kernes in verschiedenen Molekiilen gemessen wurde. Dies liegt daran, daB 
die Elektronenhillen in verschiedenen Molekiilen und Atomen verschieden sind. 
Die Lamesche Korrektur ist nur fiir freie Atome giiltig. Ramsny [102] gab erstmals 
Formeln fiir die Abschirmkonstanten von Kernen in Molekiilen an und berechnete 
Oy von Hy. 

Bei den hochauflésenden Kernresonanzexperimenten kommen die Unterschiede 
der Abschirmkonstanten der Kerne in verschiedenen strukturellen Stellungen in 
einem Molekiil oder in verschiedenen Molekiilen darin zum Ausdruck, daB die 
Resonanzen dieser Kerne bei verschiedenen H,-Feldstarken beobachtet werden, 
also sogenannte chemische Verschiebungen auftreten. Als chemische Verschiebung 
definieren wir in diesem Sinne Unterschiede von Abschirmkonstanten 


Hay 
Hy ? (2) 


die meist auf eine bestimmte Vergleichssubstanz bezogen werden. 6 wird nach 
dieser Definition positiv, wenn die Protonen in der betreffenden Substanz starker 
abgeschirmt werden als in der Vergleichssubstanz, das bedeutet, daB die Resonanz 
bei héherem auBeren Feld beobachtet wird. 


6 = 64 — by = 


B. Die magnetische Abschirmkonstante von Atomen 


Die Berechnung der magnetischen Abschirmkonstanten von Atomen wird durch 
die Kugelsymmetrie der Atome sehr erleichtert. Die Berechnung wurde erstmals 
von Lamp [66] durchgefiihrt. Wir schreiben das homogene duBere Magnetfeld 


1 


sone Aah 


H xr), (3) 
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und erhalten die Verringerung des Magnetfeldes im Zentrum eines Einelektronen- 
atoms klassisch einfach mit Hilfe des Bror-Savartschen Gesetzes 


e(r x v) 
iia a rage om (4) 


wobei man v mit Hilfe der Gleichung 
€ 
Mv = | —Z 
m p+ : A (5) 


ausdriickt und dann iiber den Grundzustand des Atoms mittelt. Wenn der Dreh- 
impuls (r x p) Null ist, wird aus (4) 


2 LA 2(y , 
yp x ep ei (HOE) 6) 


mc? + 73 2mc? - r3 


und nach Mittelbildung iiber einen kugelsymmetrischen Zustand mit Hilfe der 
Grundzustandswellenfunktion 


pe AE aes 
H 3 a 
(7) 
ee 
~ 3me2 ° Aue 


Dabei ist « die Feinstrukturkonstante. Diese Gleichung gilt auch fiir Mehr- 
elektronenatome. So erhielten HyLLeRAAS und SkAvuEM [54] fiir Helium mit 
der Wellenfunktion von HyLLERAAS [53] den Wert 


One = 4 «2(3,3764 + 0,0002). (8) 


Sie zeigten weiter, da der Wert von 6 durch die Verwendung von ungenaueren 
Wellenfunktionen nicht sehr stark verandert wird, woraus folgt, dai auch bei 
komplizierteren Systemen mit relativ einfachen Naherungsfunktionen schon gute 
Ergebnisse erzielt werden kénnen. 

Lamps [66] erhielt mit Hilfe des statistischen Atommodells von THomas und 
Fermi die Gleichung 


5 — 0,319 - 10-423. (9) 


Dickinson [29] berechnete die Abschirmkonstanten genauer mit Hilfe von ,,self 
consistent field‘‘-Wellenfunktionen nach der Methode von Hartree und Fock fiir 
alle Atome, fiir die derartige Funktionen aufgestellt waren. Mit Hilfe der Simp- 
sonschen Regel 


b 
T= f f(a)dz =4 Aaly + 4+ ¥ + ---) 


a 


(10) 


+ 2 (Ya + Ys + ++) + Yn]; 
Aas 
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wobei Ax die gleichen Intervalle zwischen den y-Werten sind, wird die Formel 
(0 | ao/r | 0) berechnet. Durch die ,,self consistent field“‘-Methode werden P oder 
P2 Werte als Funktion von r fiir eine Folge diskreter r-Werte berechnet. P? ist 
dabei die radiale Ladungsdichte in atomaren Einheiten. Es sind 


in =i ff Par: (11) 
Tabellel 
AH |. a 
Die Abschirmkonstante 6 = — Pa fiir neutrale Atome in % nach Dickinson [29] 
Zz 6 fe ty) z 6 z to) z ) 


1 0,0018 20 0,142 39 0,358 58 0,616 id 0,917 
2 0,0060 21 0,151 40 0,371 59 0,631 78 0,933 
3 0,0101 22 0,161 41 0,384 60 0,647 79 0,949 
4 0,0149 23 0,171 42 0,397 61 0,662 80 0,965 
5 0,0199 24 0,181 43 0,311 62 0,678 81 0,982 
6 0,0261 25 0,192 44 0,425 63 0,693 82 0,998 
7 0,0325 26 0,202 45 0,438 64 0,709 83 1,01 
8 0,0395 27 0,214 46 0,452 65 0,724 84 1,03 
9 0,0461 28 0,226 47 0,465 66 0,740 85 1,05 
10 0,0547 29 0,238 48 0,478 67 0,756 86 1,06 
11 0,0629 30 0,249 49 0,491 68 0,772 87 1,08 
12 0,0710 31 0,261 50 0,504 69 0,788 88 1,10 
13 0,0795 32 0,273 51 0,517 70 0,804 89 that 
14 0,0881 33 0,285 52 0,531 71 0,820 90 1,13 
15 0,0970 34 0,296 53 0,545 72 0,837 91 1,15 
16 0,106 35 0,308 54 0,559 73 0,853 92 1,16 
17 0,115 36 0,321 55 0,573 74 0,869 
18 0,124 37 0,333 56 0,587 75 0,885 
Kg) 0,133 38 0,345 57 0,602 76 0,901 


In Tabelle 1 sind die so berechneten Werte fiir die diamagnetische Korrektur 
neutraler Atome angegeben. Fiir einzelne Atome, fiir die keine Wellenfunktion 
vorhanden war, wurde interpoliert. Es gibt keinen Weg, diese Werte experimentell 
zu iiberpriifen. Andere Berechnungen mit Hilfe dieser Funktionen legen einen 
Fehler in der Gré8enordnung von 5% nahe. Fiir schwere Atome ist allerdings 
noch eine Relativitatskorrektur notig, die fiir Z = 92 ungefahr 6% des in Tabelle 1 
angefiihrten Wertes ausmachen diirfte. 


C. Die stérungstheoretische Berechnung der Abschirmkonstanten 
von Kernen in Molekiitlen 


1. Die Berechnung von Ramsry 


Die magnetische Kernabschirmungskonstante allgemein fiir Kerne in Molekiilen 
und speziell fiir Protonen in H, wurde erstmals von Ramsry [100], [101], [102], 
[104] mit Hilfe der Storungstheorie 2. Ordnung berechnet. Die diamagnetische 
Abschirmung eines Molekiils unterscheidet sich von der eines Atoms auf zweierlei 
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Art und Weise. 1) Die Elektronenverteilung, die bei der Berechnung der diama- 
gnetischen Abschirmung nach der Lampschen Formel verwendet werden muB, 
wird durch die Anwesenheit der anderen Atome und ihrer Elektronen im Molekiil 
geandert. 2) Die elektrische Potentialfunktion ist nicht mehr kugelsymmetrisch, 
infolgedessen tritt ein zusitzlicher Term auf, der sogenannte paramagnetische 
Term IT. Ordnung, analog der Theorie der molekularen magnetischen Suszeptibili- 
tat Van Vuxrcks [122]. Die Anwesenheit der Anziehungszentren verschiedener 
Kerne verhindert eine einfache kreisférmige diamagnetische Zirkulation der 
Elektronen um irgendeinen Kern. 

Es werden Molekiile betrachtet, die in der Abwesenheit von auReren Feldern keine 
resultierenden Elektronenbahn- oder Spinmomente besitzen. Die Kerne der 
Molekiile werden als feste Anziehungszentren betrachtet, deren Richtung im 
Raum durch den Index 2 festgelegt wird. Durch Van ViEck und Wick [123] 
wurde gezeigt, da der Elektronenspin bei den Berechnungen weggelassen werden 
kann, wenn keine raumlichen Entartungen auftreten. Das magnetische Abschirm- 
feld infolge des Elektronenspins ware um Gré®enordnungen kleiner als die anderen 
Beitrage. 

{soll das magnetische Moment des abgeschirmten Kerns sein, das auBere Magnet- 
feld wird mit H bezeichnet. Wir berechnen die Energie des Molekiils in Anwesen- 
heit des Feldes H und sammeln alle Terme, die linear in « und H sind, diesen 
Term der Energie nennen wir Wj. Den Tensor der magnetischen Kernabschir- 
mung §, erhalten wir aus der Beziehung 


Wi=u:8: HH. (12) 


Wir legen den Koordinatenursprung an den Kern, dessen Abschirmung wir be- 
rechnen. V ist die elektrostatische Potentialfunktion fiir die Elektronen, —e ist 
die Ladung des Elektrons. Das Vektorpotential fiir das k-te Elektron am Ort 
ry ist 


1 (u X T;) 


[HE Xx (1% — Ri)] + — (13) 


Vr 


Dabei ist R,, eine willkiirliche Konstante infolge der Willkiir bei der Wahl des 
Vektorpotentials. Damit wird der Hamiltonoperator der Elektronen 


A nr 1 h e 
#=3 51 Vie 5, LE x (rv — Bu)! 


Er wird in folgende Form umgeschrieben 


H 6 HO Ee H® a3 Bo. (15) 
Mit ae h2 21 T (16) 
Bes 2) 2m ee 
r 2° Myo (17) 
H® = — Y H-my— 2 rae a 
i i Cc 


‘ 2 2 (ee 7;) 12 
HO) — — i {H ers Ra) aes l a) 
MC j; 
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eh iu 

my = — Sar L(v%, — Ri) X Vel: (19) 
ch 

Mio = nes (Te X Ve): (20) 


‘ 


Durch die Stérungstheorie II. Ordnung erhalten wir die Energie W und daraus 
mit (12) den Tensor 


PS aia i (7), — Ryi)V, ne 
8: = 55 < 07 fr (rps Ryle Se Z 0a 
: ; ; (21) 
—4Re 5” ee any , mo u > (nd'|m0d). 


E ist dabei der Einheitstensor, 2” bedeutet Summierung ohne » = 0. Der erste 
Term haingt von R,, ab. Da aber R,, auch im zweiten Term enthalten ist (am), 
wird die durch eine Anderung von R,, im ersten Term erzeugte Anderung von § 
durch eine entsprechende Anderung des zweiten Terms wieder kompensiert. 
RamseEY nimmt an, da 6, ahnlich wie es Van VLECK [122] (S. 275—276) fiir die 
magnetische Suszeptibilitat von Molekiilen zeigte, invariant gegenitiber der Wahl 
des Ursprungs fiir das Vektorpotential ist. Dies ist auch fiir obige Formel richtig. 
Doch wies Hamexa [41] darauf hin, daB dies wirklich nur gilt, wenn die Wellen- 
funktionen aller angeregten Zustaénde und auch die des Kontinuums mit zur 
Berechnung herangezogen werden. Da bei wirklichen Berechnungen meist nur 
wenige angeregte Zustande beriicksichtigt werden, wird das Resultat stark von der 
Wahl des Ursprungs abhangig. Wir stellen weiter fest, daB die Unterscheidung 
- von diamagnetischem und paramagnetischem Term II. Ordnung in der Formel 
fiir 8 physikalisch wenig Sinn hat, da die GréBe der beiden Terme nur von der 
Wahl des Ursprungs fiir das Vektorpotential abhangt. 

Fir die Anwendung ist meist nur eine Komponente des Tensors z. B. die zz- 
Komponente, wenn das aéuBere Feld H in z-Richtung liegt, wichtig. Wir nennen 
diese Komponente 6; 


\ 


b= = e : & oly (Gig Xn) Ce ns (Yer — Vrei) Ye Ou eee 
amcC* | i Tk 
in Soe oa) sp meno 1 ni | 85,02 2 
<, EH, —#, | ar: n (nd | men |OA)e. (22) 
Wahlt man R,, = 0, erhalt man 
e? vy sl = Vi Son 
‘ie ae 
*~ ome > a oe: rk Me 
=4Re 3 4 ms, n> * met) gg S (23) 
nN E, a Ey 2 < Pie am ri va 
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-Infolge der schnellen Rotationen der Molekiile in Flissigkeiten miissen wir tiber 
alle Richtungen / mitteln: 


2 Be 
pee he ee a hy oe 
: 3me2 \ 25, ee 
1 es x ya m SS 
de ere eh Ty ae De ya! 2k - 4 
i, —B, \ Dot mal DK nde | 08 (24) 


Der erste Term entspricht dem vollstaéndigen Ausdruck Lamps fiir die diamagne- 
tische Abschirmung von Kernen in Atomen. Der zweite Term ist von derselben 
GroBenordnung wie der erste. Der gréBte Teil der Beitriige von Elektronen, die 
eng an andere Kerne im Molekiil gebunden sind, hebt sich weg. 

Die numerische Berechnung der Summe (24) ist nicht exakt méglich, da dazu die 
Wellenfunktionen aller angeregten Zustiinde der Molekiile nétig wiren. Durch 
Bildung eines Mittelwertes 1H von E,—E, iiber alle angeregten Zustiinde kann 
die Berechnung etwas vereinfacht werden 


a 
Cee aie | tee M2 jMz k 
= oes eC N07 Ye 0A > 25 
Mit 
m;, = mrt + m,j + m,k (26) 
kann auch iiber das zweite Glied gemittelt werden 
Silat 1 Ll mimi] \ 
a = —=—_< 0 —|0 >. 27 
: Stabe " . 3A BIN p> fe Ae (27) 


Auch in dieser Form ist die Berechnung noch schwierig, da der zweite Term von 
der zweiten Ableitung der Grundzustandswellenfunktion des Molekiils abhangt, 
also eine Wellenfunktion erfordert, bei der auch die zweite Ableitung noch ge- 
niigend genau bekannt ist. yaks 
Ramsey [102] wies darauf hin, daf es fiir lineare Molekiile im *% Zustand moglich 
ist, den zweiten Term von (24), also den paramagnetischen Term II. Ordnung mit 
Hilfe der experimentell mefbaren Spin-Rotations-Wechselwirkungskonstanten 
H, zu bestimmen. Ramsey erhielt seine Formel, indem er die etwas umgeformte 
Gleichung (24) mit den Theorien von Brooxs [76] und Wreck [127] verglich 


La; JM 


AN 
0 N\ 


e2 Wa i 
t) 
yo 6 uy 


Ke aay L ( 2Z; un Jake ) (28) 
ae 3mc? ix. a 


oly 


k Uk 


Dabei sind x die Feinstrukturkonstante, yy das Kernmagneton I, das Tragheits- 
moment des Molekiils, Z; die Ladung eines anderen Kerns im Molekiil, a; sein 
Abstand zum betrachteten Kern, J die Rotationsquantenzahl und M die Pro- 


tonenmasse. 
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Die wichtigste Anwendung von (28) ist das Wasserstoffmolekiil. Gleichung (28) 
wird fiir zweiatomige Molekiile 


enn We Rien . Paya? (?2e oe (29) 


~ 3me ak 27° 6 uy a’ MJ 


Re 
uw’ ist dabei die reduzierte Masse des Molekiils. Der erste Term von (29) wurde von 
ANDERSON [7] mit Hilfe der Wellenfunktion von NorpstexK [86] als 3,24-10 
berechnet. RAMSEY verwendet weiter den von Ketioc, Rapti, Ramsey und 
ZACHARIAS [62] gemessenen Wert 


a) 


WH 
==4(1 0,20) G. 30 
i = (13,66 + 0,20) (80) 
Dadurch erhilt er fiir den zweiten Term die GroBe (0,56 + 0,01) - 10-? und damit 
Ous = 2,68 10, (31) 


2. Die Berechnung von FluorabschirmungennachSa1ikaund SLICHTER 


Experimentell wurde von Gutowsky und HorrMan [37] festgestellt, daf sich 
die chemischen Verschiebungen von Fluor iiber ein Gebiet von 625 - 10-® er- 
strecken. Dabei besteht ein fast linearer Zusammenhang zwischen der chemischen 
Verschiebung und der Elektronegativitat des benach- 
barten Atoms. Das kovalente F, ist weniger abgeschirmt 


0 is als das F- Ion. Diese chemische Verschiebung kann ~ 
durch die VergroBerung der Elektronendichte im Falle — 


des F- gegeniiber dem F, nicht erklart werden, da diese 
veranderte Elektronendichte nur einen Beitrag von un- 
gefahr 20 - 10-6 liefert. 

Sarka und SLIcHTER [109] konnten die experimentellen 
chemischen Verschiebungen theoretisch erklaren. Sie 
teilten die Abschirmkonstante in drei Teile ein: 1) Die 


375, 6 Of diamagnetische Korrektur fiir das fragliche Atom; das 
ist der Lampsche Ausdruck. 2) Der paramagnetische 

491,0 C fi, Term des fraglichen Atoms. Dieser Term riihrt vom 
507.6 CF, COOH Magnetfeld der Bahnbewegung der Valenzelektronen 
5432 Bs hae her. In Abwesenheit des auBeren Magnetfeldes ist der 
Mittelwert dieses Feldes Null. Aber in Anwesenheit 

598,9 5) Vn des duBeren Magnetfeldes tritt eine geringe Polarisation 
625.0 HF ein, dadurch wird ein wesentlicher Teil der magnetischen 
leas Abschirmung erzeugt. 3) Die Betrage, die von anderen 

S Atomen herriihren. Die Elektronen, die sich in ge- 


te ao tee eee schlossenen Schalen befinden, kénnen kaum polarisiert 
"gen von Fluor nach Gv. Werden. Die Beitrage der Valenzelektronen sind ge- 
towsky und Horrman geniiber 2) geringer, da sie mit 1/r3 gehen. 
[37] In Fluor liefert 2) die gréBten Beitrage anders als bei 
Wasserstoff, da s-Elektronen im Gegensatz zu p- oder 
d-Elektronen kein augenblickliches Magnetfeld am Kern erzeugen. Bei s-Zu- 
staénden, also bei H, sind 1) und 3) die Hauptbeitrage. Auch bei F- ist der para- 
magnetische Term IT. Ordnung Null infolge der geschlossenen L-Schale. Dieser 
Term muf seinen gréBten Wert beim kovalenten F, haben. 
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Sarka und Sriconrer [709] berechneten den paramagnetischen Term fiir F,. Der 
Grundzustand ist 1X; und liefert keinen paramagnetischen Term, wenn das Feld 
H in Richtung der Molekiilachse liegt. Wenn das Feld senkrecht zur Achse liegt, 
wird der Grundzustand mit angeregten Zustainden gemischt, dadurch entsteht der 
paramagnetische Beitrag. Der angeregte Zustand mu 1II,-Symmetrie haben. 
Ein Elektron wird aus einem z-Bindungszustand in einen o-Antibindungszustand 
angehoben, der im Grundzustand unbesetzt ist. Mit Hilfe einfacher VB-Eigen- 
funktionen des Grund- und angeregten Zustands berechneten sie den para- 
magnetischen Beitrag zu 


Pee el 
3m2c2 \A ? AE oe) 


Dabei ist (1/r?) der Mittelwert von 1/r? fiir 2 p-Elektronen und AZ ist die An- 
regungsenergie vom 1X; zum 1IJ,-Zustand. Mit AH = 4,3 eV und (1/r3) = 8,89 
a * ergibt sich 46 = — 2000 - 10-°. Dies ist wesentlich groBer als der beobachtete 
Wert, aber es ist dabei zu beachten, daB auch das HF-Molekiil als zum Teil 
kovalent betrachtet werden mu$. Fiir Bindungen mit einem mittleren Ionen- 
charakter wird der paramagnetische Term natiirlich reduziert. Dadurch entsteht 
auch die angenahert lineare Beziehung zwischen Elektronegativitét und Ab- 
schirmkonstanten. 


3. Die Berechnung von Protonenabschirmkonstanten nach HAMEKA 


Wenn keine magnetischen Spin-Rotations-Wechselwirkungskonstanten bekannt 
sind, werden die Berechnungen der Abschirmkonstanten mit den Ramsryschen 
Formeln sehr schwierig. Man kann ja bei praktischen Berechnungen nur wenige 
angeregte Zustaénde der Molekiile beriicksichtigen. In diesem Fall wird aber das 
Resultat stark von der Wahl des Ursprungs fiir das Vektorpotential abhangig, da 
das Ergebnis, wie schon oben erwahnt wurde, nur dann unabhangig von der 
speziellen Wahl wird, wenn alle angeregten Zustande beriicksichtigt werden. 
Auch in dieser Hinsicht sind also diese Formeln nicht sehr fiir numerische Be- 
rechnungen geeignet. 

Wie Hamexa [41] zeigte, kénnen diese Schwierigkeiten umgangen werden, 
wenn die verwendeten Molekiileigenfunktionen aus eichinvarianten Atomeigen- 
funktionen aufgebaut werden. In diesem Fall wird nicht nur der Gesamtausdruck 
fiir 6, sondern auch jeder einzelne Term unabhangig von der speziellen Wahl 
des Ursprungs fiir das Vektorpotential. AuBerdem konvergiert dadurch der Term 
If. Ordnung schneller. 

Wir schreiben das Vektorpotential eines homogenen Magnetfeldes und zweier 
-magnetischer Dipole «4, und 4, an den Orten A und B 


(Ua x a) | (4, x i) 


38 Fa 
Va "py 


(33) 


A(y) = 5 [Hx (v—9)14 


Dabei ist der Ursprung des Vektorpotentials durch q festgelegt. Die SCHRODINGER- 
Gleichung des N-Teilchensystems wird damit 


Is Ss ( oa - A,(q)) + V(r, a) y= Ly. (34) 
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In A; sind dabei 7;, r,; und 7,, an Stelle von r, Ty und 1, eingesetzt. 
Wenn ¥;, eine Higenfunktion der ScuréprncErR-Gleichung fir die Wahl des Ur- 
sprungs q ist, dann entspricht ihr fiir die Wahl des Ursprungs q’ die Eigenfunktion 
, ly: te 
Py = VY, exp Is a (®;(q°) — oq). (35) 
iv 


= +4[(H x q):7I. (36) 


Ebenso, wenn Y, eine angenaherte Losung fiir den Energiewert #, und fiir die 
Wahl des Ursprungs q ist, bildet man analog die Funktion ¥;’ fiir die Wahl des 
Ursprungs q’. Wenn wir also wissen, fiir welche Wahl des Ursprungs eine Funktion 
eine angenidherte Losung der ScHRODINGER-Gleichung ist, konnen wir durch Multi- 
plikation mit einem Phasenfaktor dieselbe Funktion fiir einen anderen Ursprung 
konstruieren. 

Die exakten Wellenfunktionen V,,,, des Wasserstoffatoms in Abwesenheit eines 
auBeren Magnetfeldes sind angenaherte Lésungen, wenn ein duBeres Magnetfeld 
vorhanden ist, und wenn der Ursprung q des Vektorpotentials als der Atomkern 
gewahlt wird. Dasselbe gilt z. B. auch fiir Slater-Atomeigenfunktionen. Wenn ein 
anderer Ursprung fiir das Vektorpotential gewahlt wird, der nicht mit dem Ort a 
des Kerns zusammenfallt, werden die entsprechenden Naherungsfunktionen 


‘ ve 
Sin = aim exp (45. 1g — a). (37) 


Wenn wir einen allgemeinen Ursprung des Vektorpotentials fiir das ganze Molekiil 
verwenden, dann miissen wir die Atomeigenfunktionen, aus denen sich die 
Molekiileigenfunktion aufbaut, in der Form (37) wahlen. Wird dies beriicksichtigt, 
erhalten wir fiir die Abschirmkonstante 


02 A Hy) H 
dai = H a 
S Out 0H; Me a ee a4 


(38) 


Gleichung (38) sieht aus, wie die Formel fiir die Stérungstheorie II. Ordnung, 
hat aber damit nichts zu tun, da in diesem Fall die ungestérten Wellenfunktionen 
‘das Magnetfeld explizit enthalten. HameKa [41] zeigt, wie die Formel zustande 
kommt. 

Da exakte Higenfunktionen fiir den Grundzustand und die angeregten Zustande 
von Molekiilen im allgemeinen nicht bekannt sind, setzt man angendherte Eigen- 
funktionen in (38) ein. HameKa [4/, 42, 43, 44] berechnete damit die Protonen- 
abschirmkonstanten von H, und den Halogenwasserstoffen und die chemische 
Verschiebung der Protonen im Ammoniakmolekiil infolge der Wasserstoffbriicken- 
bindung. 

Fir H, verwendete er die Grundzustandswellenfunktion 


ie (s1'(@q) + 81'(bq)) (s2'(@q) + 82'(bq)) 
2 + (8'(@q) | 8'(bq)) + (8'(bq)| 8’ (aq)) 


(39) 


mit 


: 1é 
a(aq) = sa exp {yt x (4 — a) srl, sei = a-Lexp(—rai) (40) 
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Und fiir den zweiten Term von (38) Funktionen bis zu n = 3. Er erhielt damit fiir 
den ersten und den zweiten Term 


6, = 2,445-10-5, 6, = 0,780 - 10-5, (41) 


also dy, = 3,225 - 10-> gegeniiber dem genauesten Wert von 2,774 + 10-5 [57]. 
Durch die wenig genauen verwendeten Wellenfunktionen lat sich die Abweichung 
von 15 bis 20% erklaren. Wichtiger ist, daB diese Methode einfach genug ist und 
_ sich auch bei komplizierteren Fillen zur Anwendung eignet, wo eine derartige 
Genauigkeit schon sehr wertvoll ist. Zwischen den Protonenabschirmkonstanten 
in Halogenwasserstoffen und den Elektronegativitaten der Halogene wurden 
experimentell Beziehungen gefunden. Diese Beziehungen legen die Ansicht nahe, 
» dafs die Protonenabschirmkonstante in diesem Falle von der Elektronenladung 
um das Proton und von der Ladungsiiberlappung zwischen dem H und dem 
benachbarten Atom abhangt. Dadurch muf es méglich sein, die Abschirmkon- 
stante mit ziemlich groben Wellenfunktionen zu berechnen, durch die nur ein 
Gesichtspunkt des Molekiils, némlich die Verteilung der Ladung auf das Wasser- 
stoff- und Halogenatom genau ausgedriickt wird. Wir verwenden z. B. fiir das 
HF-Molekiil als Wellenfunktion die richtig antisymmetrisierte Form des folgenden 
Produktes 


F = 1sp(1) 1sr(2) tyr(3) tyr (4) tor (5) tor (6) > tsr(7) tyr(8) ur (9) ur(10), 


up = (1 + 2dp Ap + Ap?) (Sa + 4p tap), ed) 
1 3 
tyr = 5 (28r) + 2 (2pzr). ey 


Die 1sp 2sp sind die Atomeigenfunktionen des F-Atoms, die t;» sind hybridisierte 
' (sp?) Eigenfunktionen, t,r ist dabei vom F zum H Kern gerichtet. Ar ist das 
Uberlappungsintegral zwischen sq und tyr. dp ist ein Ladungsverteilungs- 
parameter, von dessen Wahl es abhangt, ob die Wellenfunktion die Ladungs- 
verteilung zwischen dem H und dem F-Atom richtig wiedergibt. HAMEKA be- 
rechnete die auftretenden Integrale numerisch mit den Hartree-Atomeigen- 
funktionen der negativen Halogenione. Um 4 zu bestimmen, berechnete er als 
erstes die Dipolmomente der Molekiile und wahlte 2 so, da die berechneten Werte 
mit den experimentellen Dipolmomenten iibereinstimmten. Es ergaben sich damit 


Ap = 1,5440, Acq = 0,7127, Apr = 0,4904, Az = 0,2970. (44) 


Mit Hilfe dieser Werte, der obigen Wellenfunktionen und der Wellenfunktionen 
j einiger angeregter Zusténde berechnete HamuKa die Protonenabschirmkonstanten 
der Halogenwasserstoffe. 


10°d, 105, 1095 10 dexp [113] 
HF 3,468 — 0,682 2,79 2,78 
HCl 3,826 — 0,420 3,41 3,08 
HBr 4,034 —0,317 3.72 3,47 


HS 4,343 — 0,166 4,18 3,46 
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Bei dur ist der experimentelle Wert um 0,2 -10-° unsicher. Die Abschirmkon- 
stanten stimmen mit einer Genauigkeit von 10% mit den experimentellen Werten 
iiberein. Es ist tiberraschend, da die Ubereinstimmung besser ist als im Falle 
des H,-Molekiils. 


4. Die Berechnung der Abschirmkonstanten mit Hilfe von LCAO 
und VB-Molekiileigenfunktionen nach ALEXANDROV 


Um die Schwierigkeiten, die mit der Ramseyschen Formel verbunden sind, zu 
umgehen, entwickelte ALEXANDROV [2, 3, 4] mit Hilfe der Stérungstheorie ein 
anderes Verfahren zur Berechnung von 6. Dieses Verfahren eignet sich besonders 
in den Fallen, wo schon solche Wellenfunktionen des Molekiils vorhanden sind, 
wie die LCAO-Naherung der Molekiileigenfunktionen oder Eigenfunktionen nach 
der Methode der Valenzbindungen. Wir schreiben den Hamiltonoperator in der 
Form 


“ 1 ej eae ‘ ? 
Hp Ds Peden At sae crane (45) 


2m 4 G 


V’ ist die potentielle Energie der Kerne und Elektronen und A? und A¥ sind die 
Vektorpotentiale am Ort des Elektrons 7. Wir formen (45) um in 


A A Z e 
=H = ub 24H). 4 2 
: mom (». = C at) a a ae , (46) 
i= > > (p+ 2a?) +" 4 
ine ee aie ta aka (47) 


Die Glieder mit AY und A/? in (46) werden als Stérung betrachtet. Da H in Hj, 
enthalten ist, hangen auch die Eigenfunktionen Y, von Hj von H ab. Wir ent- 


wickeln ¥7, in eine Reihe nach Potenzen von |H| = H 
oe oe EA NS (48) 
q=0 


Damit kénnen wir schon den Ausdruck 6;, den wir mit Hilfe der Storungstheorie 
I. Ordnung erhalten, niederschreiben 


1 e2 ve AG 
) ee | en (0) H, t 0 
O27 M |H | ee ee a A} | eget 
UE ere Sw ie ie 
eel evel) q vee Ss? nN,» Al yw ‘ Slee illeZ a) > i, ; 
MC SS a Pi . | n es a Mc Xe 2 od Pi At | ye | . (49) 


A bestimmt wieder die Lage des Molekiils im auBeren Feld. In einem Koordinaten- 

eysier dessen Achsen fest mit dem Molekiil verbunden sind, hangen natiirlich 
Le Gb) = . . 5 5 ae A 

Af, Aj’ und 7)? von 2 ab. Um die Mitteilung iiber alle Richtungen durchzu- 

fiihren, miissen wir also erst Y® bestimmen. 
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Wir bestimmen jetzt die Eigenfunktionen des Operators a (47) bis zu Gliedern 


I. Ordnung in |H|. Dazu ersetzen wir als erstes H,' durch den Einelektronen- 
— operator 


A / 1 e A Ty ’ 
Uae ya (» es a") + Vere. (50) 
Vere ist das Potential des effektiven Feldes, in dem sich das Elektron bewest: 
Vert = 2 Up(rz) + V. (51) 
Uz(rz) ist der kugelsymmetrische Teil von Vere um das Atom B und V wird durch 


(51) definiert. Wir suchen die Eigenfunktionen Y, von (50) in Form einer Linear- 
kombination von Atomeigenfunktionen 


Py = 22 Be Ppp, (52) 
wobei ®,;, eine Lésung der Gleichung ist 


1 e = 
[Sm (P + £4") + Ualrs)] One = Bos Pre. (63) 


Wenn wir die ®,, haben, kénnen wir die c}, durch Lésung der Sakulargleichung 
bestimmen. Da wir auch die ®g; nur bis auf Glieder I. Ordnung in H brauchen, 
k6nnen wir (53) vereinfachen zu 


lm ?* La Aes {2 5= 0, Pz, = Ep, Opy. (54) 


Ersetzt man A# durch A# + grad f, dann geht ®g, in Og, + exp (—tef/hc) tiber, 
daraus ist die Lésung von (54) leicht zu finden 

ieH 
2he 
Dabei sind Xz und Y,; die Koordinaten des Kerns B im wyz-System, in dem die 
z-Achse mit der Richtung von H zusammenfiallt. Dy; ist die Kigenfunktion der 


Operatoren H, =— #/2mp,2 + Uz und m3 = —th(apg 0/0 Yx — Yp O/Oug). Der 
Ursprung der Koordinaten xg yz zg liegt am Ort des Kerns B und sie sind parallel 


zu den ayz. EE i und M,, sind die Eigenwerte der Operatoren H, und m,,. AZ 
verwenden wir in der Form A”? = H/2 (—y, 2, 0). In der Sakulargleichung zur 


Bestimmung der cy, stehen die Matrixelemente (Ho)gre% und Saree = 


a = [ Dix yy de. 
Bis zu Gliedern der Ordnung H finden wir 


(Hy) pun’ = | (Bie 1 Up V) ox OR Opry dv — 
B+B 


ve F 
ee ge poays 
H [ |, UXen aw on ( Bk +e Ue 


eh 


2 


ehH 


Oz, = Divexp| — (yXz— “¥n] Ez, = Eg, — — 5 eae (55) 


My wf Dp, Dey AT, (56) 
Cc 
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oH } 
Seep = if c = a (yX pp — «@ Yon)| Dei Dp dt. (57) 


Dabei ist Xpy = Xp — Xz, Yor = Yg— Ye. Wenn wir die cz, bestimmen, 
erhalten wir YW, in der Form ¥Y%, = Y + H Y®. Damit koénnen wir 0, in (49) 
berechnen, und nach Mittelung iiber alle Richtungen / erhalten wir 6. Wenn man 
so vorgeht, erfordert also die Berechnung von 6 denselben Aufwand wie die Be- 
stimmung der Wellenfunktion nach der Methode der Molekiileigenfunktionen. 
Mit diesem Verfahren kann man einfache Probleme schon lésen, z. B. berech- 
nete ALEXANDROV damit die Abschirmkonstante des H,. Aber um auch Ab- 
schaitzungen der Abschirmkonstanten von komplizierteren Molekiilen durch- 
fiihren zu k6nnen, muB die Methode noch vereinfacht werden. Dies geschieht ins- 
besondere so, da schon berechnete LCAO oder VB-Higenfunktionen zur Be- 
rechnung von 6 verwendet werden k6nnen. 
Y, sei eine Wellenfunktion des Molekiils in Abwesenheit des Magnetfeldes, sie sei 
z. B. mit Hilfe der Molekiileigenfunktionen Y/ zusammengesetzt 


PoSHAL £E (58) 
i 
und jedes ¥ sei als Linearkombination von Atomeigenfunktionen ausgedriickt 


Oe = » Cua Pag? (59) 


ag 


Der Index a bezeichnet das Atom und der Index q die Atomeigenfunktionen. 
Wenn das Magnetfeld H mit dem Vektorpotential A = 4 (H x r) auftritt, wird 
aus den Atomeigenfunktionen (genau bis zu Gliedern I. Ordnung in A) 


ve 
eG, Pag exp E HH. (r xX Ro| : (60) 


Dabei ist R, der Abstand des Koordinatenursprungs vom Kern des Atoms a. 
Wir betrachten jetzt die Funktion Y¥ = J] Y mit 
7 


‘ : ve 
Y= Pa Co qPaq CXP E Dhe Hs: (r Xx Ry). (61) 
ag a 


Dabei sind die y, Variationsparameter. Die y, miissen allerdings in der Nahe von 1. 
liegen. Deshalb kénnen wir in guter Naherung annehmen, da die Wellenfunktion 
des Molekiils in Anwesenheit des Feldes H aus Molekiileigenfunktionen der Form 
besteht 


he > Chavads (62) 
aq 


oder auch eine VB-Funktion ist, in der an Stelle der Funktionen Paq(j) die Funk- 
tionen (60) stehen. 
Ks lat sich zeigen, daB die mit derartigen geniherten Funktionen bestimmten 


Mittelwerte physikalischer GréBen nicht von der Wahl des Ursprungs des Vektor- 
potentials abhangen. 
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fee enctigen nur die beiden ersten Glieder der Entwicklung der Wellenfunktion 
nach H : 


\ P ieH : 
WO > ha Pee + ee > Ua viglt X F,).- (63) 
aq ahC ag 


Damit finden wir schlieBlich fiir den Abschirmtensor 


e Toss tet S 
Sap = 2mc? 2 2 | ee OP 
162 Pf , . iM; : 
~ nt & \ 2 ha Pea Qa | a | P >- (64) 


Dabei ist Q), = (rj X Ra)a. hM; = (r x p;). Weiter ist vorausgesetzt, daB die 
4 reelle Funktionen sind. 6 bestimmt sich aus (64) einfach als 6 = 4 Y dgq. 

Wir nehmen an, da der Koordinatenursprung im abgeschirmten Kern liegt. Das 
Vektorpotential soll immer A = 4 (H x Yr) sein. 

Damit sind beide Glieder in (64) auch eindeutig festgelegt. Das erste Glied 64, 
stimmt mit dem diamagnetischen Glied der Ramseyschen Formel iiberein, wenn 
dort die Funktion Y, verwendet wird. Wir sind aber insbesondere daran inter- 
essiert, einen Ausdruck zur Abschaétzung des zweiten Gliedes zu finden, das mit 
dem paramagnetischen Term II. Ordnung 62, der Ramseyschen Formel iiber- 
einstimmt. 

Fiir Molekiileigenfunktionen aus atomaren (auch hybridisierten) Eigenfunktionen 
zweier Atome wird, wenn a der abgeschirmte Kern und & der Kernabstand ist, 
Qaa = 9, Vor = YR, Qo, = eR, QV, = 0. Wir erhalten fiir o-Bindung 


vO ago. (65) 
a 


Fiir VB-Eigenfunktionen erhalten wir keinen (65) analogen Ausdruck fiir d%,. 
Man kann jedoch fiir eine kovalente Zweielektronenbindung mit der Wellen- 
funktion 


W = (2 + 28?)-4 [pa(1) (2) + poll) yal2)], S = (ral e) (66) 


einen (65) analogen Ausdruck erhalten. ALEXANDROY gibt die Formel an 


ez 1 tet ae ee 02) d 
= 240,05 —F fe 
: 3mc? N [les (Pa Pao + Po) 


02 IR Wil, =p 
LR al ® dt +k = [ow aM y 5 VE pe | ° (67) 
‘aq a a 


Dabei sind N=1-+ 8, k=x=1 bei Molekiileigenfunktionen und k = 28, 
x= S, N =1-+ S? bei VB-Eigenfunktionen. Das erste Glied in der Klammer 
ist 6%, die beiden folgenden sind 6”. 

Mit Hilfe von (67) berechnete ALEXANDROV 0” fiir H, mit verschiedenen Funk- 
tionen Y%, bei “R=1,4At.E. Er verwendet oj = é(1 — cZ,): exp (— «7g). 
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£ ist eine Normierungskonstante. Das Glied cZ exp (—«r) beeinfluBte die Resultate 
bei c ~ 0,1 nicht, deshalb sind die Resultate fiir ¢ = 0 angegeben. 


«o =1,00 «=—117 « = 1,19 


Molekiileigenfunktionen — 10°6? 0,38 0,48 0,49 | 
VB — 1056? _ 0,43 0,55 0,56 


Fiir Molekiileigenfunktionen mit « = 1,17 fiihrte er eine Variation des Parameters 
y, durch. y, ergab sich zu 1,1, also wirklich nahe bei 1. Damit erhielt er 6? 
= —0),53 -103° 

ALEXANDROV berechnete ebenfalls 6 fiir Protonen in der Bindung C—H fiir ver- 
schiedene Hybridisierungszustinde des C-Atoms. Mit Slater-Funktionen und 
R = 1,08 A ergab sich . 


sp® sp” sp 
10°56 ~ —10°6” 1056 —10°6? 10°56 — 10°6? 
Molekiileigenfunktionen 2,32 0,71 Papel 0,70 2,30 0,74 
VB 22; 0,82 DROIT 0,80 2,24 0,84 
exp. 2,92 (CH,) 2;57 (C,H,) 2,86 (C,H) 


Diese Ergebnisse zeigen, da die Abschirmkonstanten bei Protonen nicht allein 
durch die Elektronendichte um das Proton erklart werden ko6nnen, sondern da 
der Einflu8 entfernter Protonen im Molekiil mit beriicksichtigt werden muB. 


5. Weitreichende Abschirmungen und der Zusammenhang 
der Abschirmkonstanten mit der Anisotropie 
der diamagnetischen Suszeptibilitat 


Aus der Ramseyschen Formel fiir die Abschirmkonstante, in der Glieder mit 1/r 
und 1/r? enthalten sind, ersieht man, da die Elektronen, die sich eng am be- 
trachteten Kern befinden, die Hauptbeitrage der Abschirmung liefern. 

Im Fall der Protonenabschirmungen in organischen Molekiilen geniigt eine der- 
artige Betrachtung nicht. Infolge der geringen Kernladung und der damit ver- 
bundenen geringen Elektronendichte in der Nahe der Protonen ist das davon 
herriihrende Abschirmfeld relativ klein. Der Gesamtbereich der chemischen Pro- 
tonenverschiebungen ist etwa 10-10-®, schwerere Kerne zeigen dagegen che- 
mische Verschiebungen, die 10?- bis 10’mal gréBer sein kénnen. Man muf infolge- 
dessen die Méglichkeit beriicksichtigen, da8 groBe Anhaufungen von Elektronen, 
die in relativ weit von dem betrachteten Proton entfernten Molekiilgruppen auf- 
treten, ebenfalls wichtige Beitrage zur Protonenabschirmkonstanten liefern. 
McConNELL [74] leitete aus den Ramseyschen Formeln einen Ausdruck fiir der- 
artige weitreichende Abschirmungen her. Unter ,,weitreichend* (long range) sei 
verstanden, daB das Abschirmfeld nicht von Elektronen herriihrt, die zu dem Pro- 
ton oder der chemischen Bindung, in der sich das Proton befindet, gehéren. 

Wir berechnen jetzt den Beitrag zum Abschirmtensor §y, der von der speziellen 
Klektronengruppe G in dem den Kern N enthaltenden Molekiil herriihrt, 8¢. 
Die Wellenfunktionen der Elektronen von G sollen in einem Gebiet mit einer 
Bindungslinge Abstand von N verschwindende Amplitude haben. Mit |n@) 
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werden die Kigenfunktionen der Elektronen in G bezeichnet. Dann ist der Beitrag 
dieser Elektronen zu § 


e2 


§¢ = —— 
si 2mc? a 


j 


< 06 


By? — 7° p2 | oe 
rey Mae Pe 0 5 ee 
( ay | eg 


/ 


nG >< ne >» Mm} 00> = 
/ 7 
na >. (68) 


Wir suchen einen neuen Ursprung 0g irgendwo innerhalb von G. Die Vektoren 
und Vektoroperatoren transformieren sich mit Hilfe der Substitution 


m?* 
paige 9 


20 
Jaa 


mi 8 
0g >< 94 


1 é 
2 < 
27,8, oe 


A 


+< n@ 


am} 
ee 


am 
j 


r=; +R, (69) 


[yee 
m} =m; — 


uh pe (70) 


Dabei sind r;, m; Ortsvektor und Drehimpuls des Elektrons 7 beziiglich des Ur- 
sprungs 0g, und R ist der Vektor von Oy zu Og. p; ist der Impuls des 
Elektrons 7. Unter weitreichender Abschirmung verstehen wir weiter, da8 fiir die 
Gruppe G@ folgende Entwicklung in guter Naherung gilt 


Peri blr; Ry) -2.02._-05-(r- BR) 


(Pe ee eee mee cy ee 


Setzen wir (71) in (68) ein, finden wir, daB die Koeffizienten zu R-! und R-? 
immer Null sind, wo wir auch den Ursprung Og hinlegen. Der groBte nicht ver- 
schwindende Term ist der magnetische Dipolterm, der mit R-’ geht. Wir erhalten 


das Resultat 
1 xe xo -RR 
‘gpl omnes a. 3 = , 72 
5¥ 7m | Rice ERE (72) 


Dabei ist L, die Loscummptsche Zahl und x der Tensor der molaren magnetischen 
Suszeptibilitat 


1 e? ‘ : ; 
x%=- 5 Ly aa ane | pa (Er? — 1;7;) | OBS + 
1 ae ee ie 
a Ls 2 EF, —£, 1 G x m,; n ea ee a mM; | Len -+ 
G ;| 0G\, 704 m, | ns, (73) 
am yas [> i >t. 


Aus (73) und (72) sehen wir, dafs das magnetische Abschirmfeld, das auf den Kern 
N wirkt, — H,- 8, einfach ein Dipolfeld ist, das von dem magnetischen Moment 
u = TH, -x% herriihrt, das in G durch das auBere Feld erzeugt wird. 


13 Zeitschrift ,,Fortschritte der Physik“ 


| 


Hat @ axiale Symmetrie, konnen wir das Mittel iiber alle Orientierungen bilden 
und erhalten 
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Ax? 
3 RL, 


6g = (1 = 3 cosy) , (74) 
dabei ist A y* = 7 — 7@ die Anisotropie der molaren Suszeptibilitat der Gruppe 
G. y ist der Winkel zwischen R und der Symmetrieachse der Gruppe G. Der Strich 
bedeutet Mittelung iiber alle méglichen inneren Bewegungen des Molekiils, die 
eine zeitliche Anderung von y hervorrufen. 
Die Gleichung (74) ist natiirlich wegen der Proportionalitaét zur diamagnetischen 
Anisotropie der Gruppe G, die wohl fiir die meisten Molekiilgruppen nicht be- 
kannt ist, schwer anwendbar. Man kann aber mit Hilfe von (74) auch das halb- 
klassische Modell von Pope [93] zur Berechnung der Abschirmkonstanten von 
aromatischen Kohlenwasserstoffen herleiten, auf das wir in einem spateren Ab- 
schnitt noch eingehen. 

NARASIMHAN und Rocers [83], [84] berechneten z. B. mit Hilfe dieser Formel 
aus den Abschirmkonstanten von Dimethylformamid und Formamid die dia- 
magnetische Anisotropie der C = O-Bindung. Weiterhin wandten sie die Formel 
zur Berechnung der chemischen Verschiebung des Propanmolekiils an. Man kann 
auch die relativen chemischen Verschiebungen der CH;-Gruppen der Keto- und 
Enolform von Verbindungen wie Acetylaceton, die Keto-Enol Tautomerie zeigen, 
mit diesem Modell erklaren. 


D. Die Variationsberechnung der Abschirmkonstanten 


1. Die Variationsberechnung der Protonenabschirmkonstanten 
im H, Molekiil 


Variationsverfahren werden angewandt, wenn man an sehr genauen Resultaten 
interessiert ist. IsHi1¢URO und KorIpE [57] veréffentlichten ein Rirzsches Varia- 
tionsverfahren zur Berechnung der Protonenab- 
schirmkonstanten des Wasserstoffmolekiils. 

Sie verwandten ein Koordinatensystem & 7 €, 
in dem die Molekiilachse mit der ¢-Achse zu- 
sammenfallt, und das sich mit dem Molekiil 
bewegt (Bild 2). Es wird der Hamiltonoperator 
des Molekiils in der folgenden Form verwendet 


H=H + HH® + yH 4 my HO + HyH®. 
| (75) 
Dabei sind in diesem Koordinatensystem 


A h2 02 C2 2 
Ho) == | 


. h 
isp S fain 0 (5, a f, a 1 
aE, 


2mer 5 "0; 


Bild 2. Gegenseitige Lage von festen und 
bewegten Koordinaten. a und b sind 


a) 0 
die Kerne. Die €-Achse liegt in der COSA) [ann eee 
ay-Ebene i $j On; Nj 0&; 2% (77) 
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; h 0 0 
Ae : 2sin OC, a 
Bnet + t i (: og” x) ; 
0 0 1 1 
+ 2cos 0 (: ; 
Soe ah a = = 
: 1 ak, 
—Fsin 0 (— — — 
tds aersiecal Me 
“ a 0 0 
(5 eee Suse (ek Cin Peels 
iMR sin o> |"? (¢ ca ats zn) 4 
0 7) 
‘OS —d 2 a 
-+-+ cos (s; a nj malt (79) 
ee aaa >) |{& + (nj cos O — €; sin O)?} eee -- 
Ime F |"! : j rai Ta 
Be. ; ih 
— 5 sin 9 (¢; sin 0 — n; cos @) (5 + -)]: (SO) 
= ‘ag 8G 


Die Elektronenwellenfunktion des Grundzustands des freien Molekiils, die Higen- 
funktion von H®, Y, = >'a;0,;, hat die Symmetrie!Zj. Durch die Stérung verliert 


7 
sie diese Symmetrie, kann aber bei kleinen Stérungen wie folgt ausgedriickt 
werden 


Aa aM O.+ H 2 Dee ate Boe + my duyn ott (81) 


Dabei haben die @ die Symmetrie 123, und ¢,, y), xn haben andere Symmetrien. 
Das Variationsverfahren liefert 


Pr a Wi = Yn> (82 
und fiir die Abschirmkonstante ergibt sich schlieBlich 
§ = 4 Saad H® + sin? O Sard, Hy. (83) 


Dabei sind die Groen wie folgt definiert 


a, = a8 + Hya?p + ess (84) 
by 
————— 85 
Pk sin 9’ ) 
H® = sin O- H®’ + cos O- H®”. (86) 


Das Resultat hingt noch von R und @ ab, wahrend die beobachtbaren Werte 
Mittelwerte tiber R und @ sind. 


13* 
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IsuiGuro und Korps verwendeten als yy die siebentermige Wellenfunktion von 
IsHiGuRo [55] 


Vy = gic exp (—0(0y + Ja) B04 + a8 (ad + 18) + Zante + 
+ a8 (Ay + Ag) + a (AZ + AS) + 24g AAs My Me + 2a7e@ cos (O, — ®,)]. (87) 


Dabeisind A; = (raj + 10j)/R, wy = (Taj — 0j)/B die elliptischen Koordinaten und der 
Elektronenabstand ist 


> 


wo 


@ = [(Ay — 1)(4g — 1) (1 — wa)(L — I]. (88) 


6 = 0,75, ®, und @, sind die Ararauieiaeel der beiden Elektronen. Als zusatzliche 
Funktionen werden die beiden folgenden verwandt 


— 


1 [ 2 > 2\4 @ 
Pa = 5 OP (—8 (0a + 2e)) [a (42 — 1)8 (1 — nh)? 008 B, + 


+ pty (2 — 1)% (1 — 3)® cos Ga], (89) 


Wie 


1 ae 4 
Pa = 5— exp (— (dy + 2a) [ae(Ad — 1)2 (1 — 23)? 008 y + 


+ py (8 — 1) (1 — 12) cos (90) 


Es wurden die Koeffizienten a’, bg und c, fir R = 1,3; 1,4 und 1,5 At. E. be- 
rechnet und dann der Mittelwert von 6 iiber den nullten Schwingungszustand des 
Molekiils gebildet, ihnlich wie dies von IsHi¢urRo, ARaAI, MizusHimma und KoTant 
[56] bei der Berechnung der Polarisierbarkeit des Wasserstoffmolekils getan 
wurde. SchlieBlich wurde auch noch die Mittelung iiber © durchgefiihrt. Die 
Rechnung ergab 


6 = 2,756-10-5(H,), 6 = 2,763 - 10-5 (D,). (91) 


IsuicuRo und Korps [57] erhielten weiterhin ebenfalls wie Ramsry eine Formel, 
die es gestattet, den zweiten Term der Abschirmkonstanten mit Hilfe der experi- 
' mentell meBbaren Spin-Rotations-Wechselwirkungskonstanten H, zu bestimmen 


1 A 2q, R2 
b= 5 D atatie + —“0— sin? © (i a 2): (92) 
a Ln “a 
Damit erhielten sie den Wert 
Ov, ='2,79 - 10=°. (93) 


Diese Werte miissen zur Zeit als die genauesten Ergebnisse fiir die Protonen- 
abschirmkonstante im H,-Molekiil angesehen werden. 
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2. Hinfachere Variationsansatze 


Es ist nicht méglich, mit einem derartig komplizierten Variationsverfahren wie 
dem obigen andere Molekiile auBer H, zu behandeln. Es wurden deshalb noch 
andere Variationsverfahren entwickelt, die zwar einfacher sind und ungenauere 
Resultate liefern, aber dafiir auch auf kompliziertere Molekiile anwendbar sind. 
Wir befassen uns mit einem derartigen Verfahren, das von Kurrra und Iro 
[65, 58] stammt. 

Wir schreiben den Hamiltonoperator fiir ein Elektron in Anwesenheit eines 
auBeren Magnetfeldes 


H = H® + Ha) +. He), (94) 
FA 2 
Opened er 
H epi anal (95) 
2u 
Ho (20) ar. (96) 
; 
é ) 2 
Hm — (w+) aaa (97) 
Leh 0 0 
= : 98 
cat 2mc (« Oy y 5a) 2) 


x und y sind die x- und y-Koordinaten des Elektrons mit der z-Achse in Richtung 
des auBeren Feldes und dem Ursprung am abgeschirmten Kern. 
Um die magnetische Abschirmkonstante zu berechnen, mu man die Energie W 
eines jeden Elektrons in Anwesenheit von H und berechnen. Wenn g, und Wy 
die Wellenfunktion und Energie des ungestérten Elektrons ist, H°~. = Wo, 
dann wird die Wellenfunktion des gestorten Elektrons in der folgenden Form 
angenommen 


P= (1 + Af(r)), (99) 
f(r) = g(r) + th(r). (100) 


g und fh sind reelle Funktionen der Koordinaten des Elektrons. 
Der Variationsparameter, der H und « enthalten kann, wird so bestimmt, dab 
WV = @ |H| ~)/Mp\|~) zum Minimum wird. Setzt man (100) in W ein, erhélt man 


W=A+ BA4+ CA +>:*. (101) 
Mit W — Min wird 
B 9 
fia (102) 
und damit 
2 
csi Ow (103) 
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Dabei wird \ | 
A = (po || %), (104) 
B = 2 Ro (fy |H| m) — SA, (105) 
O = (foo || feo) — (Feo fo) A — SB, (106) 
S = 2Re (fyp| Po)« (107) 
Dies liefert ; 
AS Wop oe Cul “oe +P (108) 


RA IO ee me eS) 
== = Dit ong ea ay eee) 
ibe 2me nc cy % > ass \A CY F-ck 


Mg)! (yn (110) 


Dabei wurde abgekiirzt (7? + y?) = (Mo |v? + y?| go). Es ergibt sich daraus schlie- 


lich 
PERE es co 
lars 2mc? _ 7 zy 2me2 | » * oy are 2 
fu dh y @h~ / 4 | 
Ge Cee oe a 7h)2) |. LS ih 
Sia at py (79)? + (Vh)) |. (111) 
Der Index z bezeichnet die Richtung des auBeren Magnetfeldes. g = 0 ergibt ein 
Minimum der Energie. h wird angesetzt als ‘ 
h=ax + by + cz. (112) 
Fiir ein Minimum der Energie wird a: 6: ¢ = —(y): (x): 0. Damit wird endlich 


4 


e2 ‘2 ye y ‘We Ne : Bagh 
=o IKK SD = ae SS OG; Sis 113 
Ime 4 K ey (xi) \/ (yi) \A y (113) 


und iiber alle Orientierungen gemittelt. 


e ani. ai \ Ay ao 
= = Ce AT RE =u Sy at ase CAs —— CaN we x 114 
fa) eee 2 KK re (a;) re Y) (yi) <A “a ( > Sn >| ( ) 
Tro [58] erhalt mit Hilfe dieser Formel und der Wellenfunktion von Coutson [23] 
fir H, 
Ong = 2,67- 10-5. (115) 


Weiterhin kann er mit Formel (114) das Ringstrommodell fiir aromatische Kohlen- 
wasserstoffe und eine Formel fiir weitreichende Abschirmungen herleiten. 

Weitere Variationsverfahren zur Berechnung der Abschirmkonstanten stammen 
von McGarvey [78], der die Protonenabschirmkonstanten von H, und den 
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Halogenwasserstoffen berechnete, O’Rermiy [89], der die Aluminiumabschirm- 
konstante im AIH,-Ion berechnete, Hornig und HirscuH¥recper [49], Das und 
BeERsoun [27] und StepHen [117]. 

Das und Brrsoxn erhielten fiir die Abschirmkonstante 


= << | 
ye = R z 22 — gy Ie z a = Ge) 
of) {0652-2 


b= $ (205 + 26% + df) 
ergeben sich mit einigen Wellenfunktionen die nachstehend angefiihrten Werte: 


Wellenfunktion oy of on é 
H2EITLER-LONDON 3,03 | 2,45 | —0,59 | 2,44 
WANG 2,73 | 3,40 | —0,75 | 2,46 
WEINBAUM 2,77 | 3,46 | —0,80 | 2,47 
ROsEN 2,82 | 3,46 | —0,91 | 2,45 
COULSON (unabgeschirmt) DAT 3.01 —0,75 | 2,27 
CouLson (abgeschirmt) 2,85 | 3,54 | —0,82 | 2,55 
exp. =—0,95 | 2,62 


E. Die Ringstrommethode 


1. Die quantenmechanische Berechnung 


Bei den aromatischen Kohlenwasserstoffen tritt eine groBe Anisotropie der dia- 
magnetischen Suszeptibilitaét auf. Auch die magnetische Abschirmkonstante z. B. - 
der Ringprotonen ist ganz anders als bei nichtaromatischen Molekiilen, bei denen 
die Elektronendichten in der Nahe der Protonen durchaus mit denen bei aro- 
matischen Protonen verglichen werden kénnen. Die groBe diamagnetische Aniso- 
tropie wurde schon 1936 von Pavuxine [91] durch Elektronenkreisstrome um 
die aromatischen Ringe, die im z-Elektronensystem induziert sind, erklart. Das 
klassische Modell Pavnines wurde schon kurz darauf von Lonpon [72] auch 
quantenmechanisch hergeleitet und verbessert. Mit Hilfe dieser Methode wurden 
seither die diamagnetischen Anisotropien der verschiedensten aromatischen 
Molekiile in guter Ubereinstimmung mit den Experimenten berechnet. 
Porte [93] wies erstmals darauf hin, daf mit Hilfe dieser Methode auch die 
~ Abschirmkonstanten der aromatischen Molekiile erklart werden kénnen. BERN- 
STEIN, SCHNEIDER und Porte [11] berechneten erstmals die Protonenabschirm- 
konstanten von kondensierten aromatischen Kohlenwasserstoffen, indem sie ein- 
fach die Ringstréme durch die damit verbundenen Dipolmomente im Zentrum der 
Ringe ersetzten. Damit konnten sie die auftretenden chemischen Verschiebungen, 
wenn auch nicht sehr genau, erklaren. 
Wir befassen uns als erstes mit der quantenmechanischen Theorie dieser Ring- 
stréme und der Abschirmkonstanten, wie sie von Lonpon [72], PopLE [96] und 


MoWEEny [79] gegeben wurde. 
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Die Molekiileigenfunktionen Y%, des x-Elektronensystems nehmen wir als Higen- 
funktionen eines Einelektronen-Hamiltonoperators an. Dieser Operator hat die 


Form 


ppc ap pac (116) 
2m one 


Im elektrostatischen Potential V ist die abstoBende Wirkung der anderen Elek- 
tronen mit beriicksichtigt. Das Vektorpotential fiir das duBere Magnetfeld 
H = Anist 

A=—t4(r x H)=—4t(r x Hn). (117) 


r ist dabei auf einen willkiirlichen Ursprung bezogen. In Abwesenheit des Magnet- 
feldes kénnen die Molekiileigenfunktionen als Linearkombinationen der 2pz- 
Atomeigenfunktionen ®® ausgedriickt werden (LCAO-Naherung). Dies ist in 
Anwesenheit des Magnetfeldes nicht méglich, weil eine Linearkombination nicht 
unabhangig vom Ursprung des Vektorpotentials ist. Lonpon [72] driickte die 
Molekiileigenfunktionen Y; als Linearkombination von modifizierten Atomeigen- 
funktionen aus 


Oni 
@, = © exp (- AL r) (118) 
he 
Dabei ist A; das Vektorpotential im Zentrum des Atoms i, A; = — 4 (R; x H). 
Wir haben damit 
j 


Das Variationsverfahren fiir die Koeffizienten c,; fihrt auf die Sakulargleichung 
[Bij — BSj| = 0. (120) 


Die Nichtorthogonalitatsintegrale S;; werden vernachlassigt. Weiter wird 


2a1e 1 e 2 
Ba = [exp E& (Ap— Aj): 7 @; Ee (» + a (A — A) ie r| @; dt. 
(121) 


Fir 7 = j wird der Exponentialfaktor 1, und Hy ist die durch das Magnetfeld 
modifizierte Energie, die mit den entsprechenden Atomeigenfunktionen ver- 
bunden ist. Wir wahlen das Nullniveau der Energie so, daB diese Coulombintegrale, 
die einen gemeinsamen Wert « haben mégen, verschwinden. Die nichtdiagonalen 
Elemente zwischen Atomeigenfunktionen, die direkt aneinander gebunden sind, 
werden durch den Exponentialfaktor modifiziert. Lonpon ersetzt » durch den 
Wert am Mittelpunkt der Bindung 


r= + (KR, + Rj). (122) 


SchlieBlich lassen wir den Term (A — A,) weg und bekommen 
we 


1 
Bi; = [or (0 pe r) D, dt. (124) 
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Be; sind die sogenannten Resonanzintegrale. Wir nehmen an, daf alle b?; einen 
gemeinsamen Wert # fiir alle C—C-Bindungen haben und messen die Energie in 
Hinheiten von 8. Damit wird aus der Sakulargleichung 


Bi; — @B0,;| = 0 (125) 


mit den dimensionslosen Eigenwerten 2. 
6;; 1aBt sich schreiben 
2m1e 
Dabei ist S,; die orientierte Flache des durch den Ursprung (A = 0) und die 
Bindung 7 — j gebildeten Dreiecks. Damit reduziert sich (125) auf die Form 


p(x) = q(x) cos 2af, + qo(x) cos 2afy. (127) 


Dabei sind p(x), g(x)... Polynome in a und die f; = (e/he) S;H mit S; als der 
Flache eines geschlossenen Rings, der einen oder mehrere aromatische Ringe 
enthalt. Sind f; und S; auf einfache Ringe bezogen, treten cos-Terme der Form 
auf cos (2z (f, + f2):), ... Durch Entwicklung bis zu Termen in H? erhalten wir 


p(x) = Aa? & Qy(@) fifj- (128) 
Die Lésungen dieser Ordnung verhalten sich wie folgt zu denen bei H = 0 
2?) = oP + 4a? Sa fifh, (129) 
ij 
20) = Qi; (x) |p" (2). (130) 
Da E® = x + x) 8, wird die gesamte Storungsenergie 
Brmagn. = 2) (— 4) MS, - H. (131) 


Mit », als Besetzungszahl der p-ten Eigenfunktion ergibt sich 


3 bes 
M,; = —82?B (ea) >" Np > any) (S;-H). (132) 
J 


Wess 


Die potentielle Energie eines induzierten Dipols mit M = y H ist — 4 M - i. 
Fiir eine homogene magnetische Doppelschicht der Starke M und einer vekto- 
_riellen Fliche S ist sie — + MS-H. Damit ist die magnetische Energie (131) 
identisch mit der potentiellen Energie einer Anzah] magnetischer Doppelschichten, 
einer fiir jeden Ring im Molekiil, mit den durch (132) gegebenen Stirken. Da die 
Summe in (132) und £ negativ sind, ist das induzierte Moment negativ, dia- 
magnetisch, und die magnetische Doppelschicht fiir jeden Ring kann formal einem 
induzierten Strom 7; = Mc, der im Urzeigersinn um das angewandte Feld flieBt, 
zugeordnet werden. a Bey 

Man kann das gesamte induzierte Moment in einzelne Terme, die mit den ver- 
schiedenen Ringen verbunden sind, aufteilen. Dies liefert das sekundare Feld in 
groBen Abstanden, wo nur das Gesamtmoment von Einflu8 ist, ist aber nicht 
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geniigend genau in der Nahe des Molekiils. In Wirklichkeit sind diese induzierten 
Stréme keine Linienstréme und die induzierten magnetischen Doppelschichten 
sind nicht ganz homogen. Die grébste Naherung besteht in dem Ersetzen der 
Doppelschichten durch einen Dipol im Mittelpunkt der Ringe [93]. ’ ; 
McWereny [79] berechnete das induzierte Feld folgendermaBen: Er fiihrte einen 
Punktdipol ein und berechnete die Kopplungsenergie zwischen ihm und der 
induzierten Stromverteilung des Molekiils. Der Dipol m = mn werde in irgend- 
einem Punkt in der Ebene des Molekiils eingesetzt. Dieser Punkt wird als Ur- 
sprung gewahlt. Dann wird das Vektorpotential an r 


1 (r xn) - 
Ae A a ee 2 (133) 
Damit ergibt sich 
ang pear Bros, els 
Bij i Bj; exp j2ai he Sij (x c R3 th ak (134) 


Der in m lineare Term der St6rungsenergie ist die geforderte Kopplungsenergie 
— H'm. MoWEEny berechnet die Stérungsenergie mit der Methode von CouLson 
und Lonevet-Hicers [24]. Er erhielt nach langerer Rechnung, auf die wir hier 
nicht eingehen kénnen, das induzierte Feld 


2e\? S*H 
w = 28 (7) 


Dabei ist S die Flache des Benzolringes, a die Lange der C—C-Bindung in Benzol. 
J, ein Stromdichtefaktor fiir den Ring 7, der sich aus der Rechnung ergibt, z. B. 
J; = —1/9 fiir Benzol. — K(r;) ist eme Funktion, die sich ebenfalls aus der 
Rechnung ergibt, fiir relativ entfernte Punkte in der Ebene des Molekiils ergibt 
sich . 


by J(—Kr9)]. (135) 


ae 4 


—K(r)=5 (136) 


fiir Benzol, wobei w = 1 + (9/8) 1/r? + (843/128) 1/r4 — --- (rin Hinheiten von a). 
Eine derartige Formel erhielt auch Ito [58] mit Hilfe seines Variationsverfahrens 
fiir die Abschirmkonstante 


e [as 9 at 
= — +--+ (137) 


Ime | R38 | 8 RS 


2. Klassische Modelle 


Hier ergibt sich schlieBlich auch die Naherung Portus [93], die Punktdipol- 
naherung, wenn (— K(r)) = 1/r3 gesetzt wird. 


j= Re (138) 


Diese Formel wurde mit rein klassischen Mitteln aus dem Paulingschen Ring- 
strommodell hergeleitet. 
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Das klassische Modell Pavntes ist auch die Grundlage eines Verfahrens, das 
Wavueu und Frssenpen [124]-und Jonnson und Bovey [67] zur Berechnung der 
aromatischen Abschirmung verwandten. Sie gehen wie Paunine davon aus, daR 
der Strom J in einem Ring mit dem Radius gleich dem des Benzolrings a flieBt. 
I berechnet sich klassisch aus der Prazessionsfrequenz 


es eee _ &Hy 
ae 3 Wy, ; : 
206 2mc 


gq = ne, (139) 


n ist dabei die Anzahl der x-Elektronen des Rings. In el. stat. Einh. ergibt sich 


ne*H, 


i 5 
4amc 


(140) 


Wir verwenden aber jetzt nicht die Dipolndherung, sondern berechnen wnmittel- 
bar das Feld, das sich aus dem Ringstrom ergibt. In Zylinderkoordinaten, wobei 
wieder 9 und z in Einheiten von a ausgedriickt sind, ergibt sich fiir die Kompo- 
nente des Feldes senkrecht zur Ringebene 


ce oy ; 1—g— 22 
etree |e ae oe Ba). at) 


Der Modul k der vollstandigen elliptischen Integrale ist 
40 


k2 — —___—~____, 142 
(i+ e+e aa 


6’ soll die chemische Verschiebung zwischen den Benzolprotonen und den Pro- 
tonen eines olefinischen Analogons mit derselben Hybridisierung der Eigen- 
funktionen sein, in dem aber kein Ringstrom flieBt. Es ist 6’ = H’err/H, mit H’ err 
als der mittleren Projektion von H, auf das aubere Magnetfeld. Sowohl der 
Strom J als auch die mittlere Projektion von H, auf H, verhalten sich wie der 
Kosinus des Winkels zwischen der Normalen des Rings und dem Feld Hy. 
Wir erhalten 


1— o?— 2 


ils 0) a ey 


ne? 1 
hes —\K(k 
: 6ameza [(1 + 0)? + 2?] Ts | (k) + 


Ba] (143) 


Die von WavuGH und FEssENDEN [124] angegebene Beziehung mu noch mit 
42k multipliziert werden, um (143) zu erhalten. Die z-Elektronenwolken haben 
ihre maximale Dichte nicht in der Ebene der C-Atome, sondern in zwei Ringen 
oberhalb und unterhalb des Ringes. Der Abstand dieser beiden Ringe wurde 
‘empirisch bestimmt unter Verwendung der Gleichung (143) und des experimen- 
tellen Wertes von 6’, d. h. der Abstand 2 wurde so eingerichtet, dafs der experi- 
mentelle und berechnete Wert von 6’ iibereinstimmt. Nach WaucH und FrssENDEN 
[124] und Timrs ist 6’~ 1,50- 10-*. Dies liefert 2p = 0, 98la = 1,28 A. In den 
Bildern 3 und 4 ist die von Jounson und Bovey [61] berechnete 6 Verteilung 
gezeichnet. Es ist ersichtlich, dai es vom Ort des Protons relativ zum Ring ab- 
hangt, ob es diamagnetische oder paramagnetische Abschirmung erfahrt. Die 
Kurve 6’ = 0 ist nahezu linear und trennt den diamagnetischen (6 ee 0) und para- 
magnetischen (d’< 0) Bereich. Das diamagnetische Gebiet ist etwas gréBer als 
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das paramagnetische. Dies erklart auch die experimentelle Beobachtung, daB 
Protonen in Molekiilen, die in aromatischen Lésungsmitteln geldst sind, eine ver- 
groRerte Abschirmung zeigen. Die Ubereinstimmung der mit dieser Methode 
berechneten Werte ist allgemein gut; Abweichungen treten zum Beispiel bei 
Diphenylmethan und Naphthalin auf, 

deren Ursache unter. Umstaénden darin +30 
liegt, daB eben nicht fiir jeden Ring der- 

selbe Strom angenommen werden darf. 


+20 
+050 +020 
‘ : +70 
sue 
-2,0 
7 7c ae) 4 
OF OSLO Tor COLON US Ue aan e. opie ne, 
p Abstand in Ejnheiten von a@ 

Bild 3. Linien gleichen 6’ in der Nachbarschaft des Rings Bild 4. 6’ fiir Protonen in der Nachbarschaft eines. 

fiir einen Quadranten der Ebene, die senkrecht durch Benzolrings, auf der oberen Kurve als 

den Mittelpunkt des Rings geht [67] Funktion des Abstandes auf der hexago- 


nalen Achse des Molekiils auf der unterem 
Kurve als Funktion des Abstandes vom 
Mittelpunkt in der Molektilebene [61] 


F. Beziehungen zu anderen Gréfen 


1. Die Elektronegativitat 


Die Elektronegativitat des an den untersuchten Kern im Molekiil gebundenen 
Atoms, ist eine GréBe, die die Elektronenverteilung um den Kern beeinfluBt. 
Infolgedessen miissen sich Beziehungen zwischen diesen Elektronegativitaten 
und den Abschirmkonstanten finden lassen. 

Die Elektronegativitat (siehe PRIcHARD und SKINNER [98]), ist eine GroBe, die 
von PAULING ,,als die Fahigkeit eines Atoms in einem Molekiil Elektronen anzu- 
ziehen“ gekennzeichnet wurde. Da es eine GréBe ist, die sich mit Atomen in 
Molekiilen beschaftigt, ist eine genaue Definition oder Messung nicht leicht. Die 
Definition von PAULING ist die gebraéuchlichste. Danach ergibt sich die Differenz 
der Elektronegativitaten X 4 — Xz wie folgt 


|X. — Xz| = 0,208 7A, (144) 
wobei A die ionische Extraenergie ist 


A='D(4'= 2) 4 [D(A A) DB ee Be (145) 
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Die D(A — B) sind die entsprechenden Bindungsenergien. Diese Definition geht 
auf die beobachtete Tatsache zuriick, daB die Energie einer Bindung A — B im 
allgemeinen gréBer ist als der Mittelwert der Energien der Bindungen A — A und 
B — B, und daB sich die Differenz A mit der Differenz der Elektronegativitiaten 
vergroBert. Andere Definitionen stammen von MULLIKEN, Maton und Gorpy. 
Diese Definitionen sind aber alle auch noch gré8tenteils empirischer Natur, da 
noch keine befriedigende quantenmechanische Theorie der Elektronegativitat 
vorliegt. 

ALLRED und Rocuow [6] stellten eine lineare Beziehung zwischen den Elektro- 
negativitaten der Halogene und den Protonenabschirmkonstanten von halogen- 
substituierten Methanen fest. Datuey und SHootmry [26] erhielten eine Beziehung 
zwischen der Elektronegativitaét und den relativen chemischen Verschiebungen 
der CHs- und CH,-Gruppen in substituierten Athanen. 


Elektronegativitat = 0,02315(6cuH, — dcu,) + 1,71. (146) 


Bei niedrigen Werten der Elektronegativitat z. B. bei vielen Metallen soll dabei 
die Konstante durch 2,10 ersetzt werden [84]. Durch derartige Beziehungen ist es 
méglich, die effektiven Elektronegativitaten von Molekiilgruppen festzustellen. 
Die von DarLey und SHOOLERY bestimmten effektiven Elektronegativitaten ver- 
schiedener Radikale sind aber teilweise durch ungenaue Messung der chemischen 
Verschiebungen fehlerhaft, da die Messungen der chemischen Verschiebungen in 
50% igen Lésungen in Benzol durch Lésungseinfliisse verfalscht wurden [728]. 


2. Die Hammettschen o- Werte 


Die Hammettsche Gleichung, siehe Jarrs& [59], stellt eine Beziehung fiir den KinfluB 
eines Substituenten R auf die Reaktivitaét eines Seitenzweiges einer Verbindung Y 


dar. 


R a \ 
er 
Sie lautet 
K 
log Fa =0°0O, (147) 


wobei K und K, die Gleichgewichtskonstanten fiir Reaktionen der substituierten 
und unsubstituierten Verbindung sind. o ist eine fiir den Substituenten charakte- 
ristische Konstante, die von der Art und Stellung des Substituenten RA abhangt. 
g ist eine Reaktionskonstante, die von der Reaktion, deu Bedingungen unter denen 

sie verlauft und von der Art und Weise des Seitenzweiges Y abhangt. Die Glei- 
chung (147) lat sich fiir Substituenten in meta- und para-Stellungen am Benzol- 
ring aufstellen. Nach Jarr# ist die Giiltigkeit der Gleichung (147) schon fiir iiber 
200 Reaktionsreihen nachgewiesen. Die Hammettsche Gleichung ist im wesent- 
lichen noch empirischer Natur. 
Gurowsky und Mitarbeiter [40] zeigten erstmals, dafi eine lineare Beziehung 
zwischen den Fluorabschirmkonstanten in substituierten Fluorbenzolen und den 
o-Werten besteht, und zwar fiir meta- und para-Stellung. 


Om = 1,69 62, Oy = 0,560 3% + 0,271. (148) 


2 ae 


178 J. RANFT 


Die Abweichungen sind allerdings noch grofer als die experimentellen Fehler der 
6- und o-Werte. Mrver und Gutowsxky [80] bestimmten damit aus Messungen — 
der Abschirmkonstanten eine Reihe noch nicht bekannter o-Werte. Tart [119] 
konnte eine wesentlich genauere Beziehung aufstellen. Er zerlegte den o-Wert in © 
zwei unabhangige Beitrage 


o = 07 + Op. (149) 


Dabei ist o; der induktive Beitrag und op der Resonanzbeitrag, die von der 
Elektronenanziehung oder AbstoBung durch den Substituenten durch das o- oder 
x-Bindungssystem herriihren. Es zeigte sich, daB folgende Beziehungen gelten 


Om = 07 + 0,33 Op, Op = OF + OR, 
dF = (0,583 + 0,026) X' a; — 0,02 
d€ = 0,583 Yo; + (1,880 + 0,081) Y op — 0,08. (150) 


Die Summen wurden geschrieben, um in der Gleichung den Fall disubstituierter 
Fluorbenzolderivate mit zu erfassen, da die Effekte der Substituenten im wesent- 
lichen additiv sind. 


G. Chemische Verschiebungen infolge zwischenmolekularer 
Wechselwirkungen in Fliissigkeiten 


Bisher haben wir Abschirmkonstanten von Kernen in isolierten Molekiilen be- 
trachtet, wie sie z. B. in Gasen bei nicht zu hohen Drucken auftreten. Diese mole- 
kularen Abschirmkonstanten werden aber durch das Zusammenwirken der 
Molekiile in Fliissigkeiten, durch die Wechselwirkung von gelésten und Lésungs- 
mittelmolekiilen noch verandert. 


6 = 09 + ds + dup + 0g + Oy + Gz. (151) 


Jo ist dabei die molekulare Abschirmkonstante, ds der Beitrag infolge der Suszep- 
tibilitat des Mediums, in dem sich das Molekiil befindet, dug der Beitrag infolge 
der Wasserstoffbriickenbindung, 6, kommt durch die Anisotropie der mole- 
kularen magnetischen Suszeptibilitét der Losungsmittelmolekiile zustande, 6,, 
rihrt von dem Van der Waals-Kraften her und 6, ist der Beitrag infolge des 
elektrischen Feldes, das infolge der Ladungsverteilung der benachbarten Lésungs- 
mittelmolekiile auf das geléste Molekiil wirkt. Wir werden diese Effekte im 
einzelnen diskutieren. Uber dieses Fragengebiet sind schon sehr viele Arbeiten 
erschienen, z. B. von BuckrnGHam, SCHAEFER und ScunerperR [19, 111, 112); 
STEPHEN [1/8], ALEXANDROV und Soxotov (5), Hamexa [43, 44], Botaner-By 
und Guick [13, 14, 15], SoHNEIDER, BERNSTEIN und Porte [113], MarsHaLu 
und Popxx [73], Dickson [30] und anderen. Wir kénnen nicht auf das gesamte 
vorliegende Material eingehen und werden uns im wesentlichen an die Arbeiten [19] 
und [5] halten. 


1. Physikalische Lésungseffekte 
a) Die Suszeptibilitdtskorrektur 


Das betrachtete Molekiil befinde sich innerhalb eines kugelférmigen Hohlraumes, 
der klein gegen die Ausmessungen der Probe ist. Wenn ein duBeres Magnetfeld H 
angelegt wird, dann ist das Feld H; innerhalb des Mediums gleichformig und dem 
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suB sh a het tla, Cle 
eS alae ne wenn a Probe kugel- oder zylinderférmig ist. Das Feld H. i 


3 1 
Kugel: El he 
wre” T+ fay’ wo) 
: 2 1 
Zylinder : i= 
Gate de Way ee) 


Dabei ist u* die magnetische Permeabilitat des Mediums und y, = (1 /420) (u* — 1) 
die Suszeptibilitét. Das Feld innerhalb der betrachteten Hohlkugel ist 


Hy =" 4? w= 44am. (154) 
Damit ergibt sich 
Kugel: 0) (155) 
Zylinder: 65 = 22%. (156) 


Bei der Messung chemischer Verschiebungen in Fliissigkeiten mit Hilfe 4uBerer 
Standardisierung muB die Suszeptibilitétskorrektur angewandt werden, da sie in 
der GréBenordnung 10-* liegen kann. Bei Gasen unter nicht zu hohen Drucken 
ist diese Korrektur vernachlassigbar. BOTHNER-By und Guick [14] stellten exper- 
mentell fest, daB die Konstante 27/3 bei zylinderférmigen Proben durch 2,60 
ersetzt werden mu, um genaue Resultate zu erhalten. 


b) Die Anisotropie der diamagnetischen Suszeptibilitat der Lésungsmittelmolekiile 


Aromatische Lésungsmittel erzeugen groBe positive zusatzliche chemische Ver- 
schiebungen bei den gelésten Molekiilen. Dies wurde von BotHnEerR-By und Guick 
durch die abgeplattete Form der aromatischen Molekiile und ihre groBe dia- 


|) ae 
© i) S @ 
ee geil bey Me 


Bild 5. Relative Anordnungen yon a) scheibenférmigen, b) stabférmigen Lésungsmittelmolekilen zu kugel- 
formigen gelésten Molektilen 


magnetische Anisotropie erklart. In Konfiguration a (1) Bild 5 liegen diese Mole- 
kiile naher an dem gelésten Molekiil als in Konfiguration a (2). Da die aromatischen 
Molekiile nur dann groBe induzierte magnetische Momente haben, wenn sie senk- 
recht zum Feld liegen, fiihrt dieser Effekt zu einer Verringerung des Feldes am 
gelésten Molekiil, d. h. es werden positive chemische Verschiebungen erzeugt. Bei 
stabformigen Molekiilen wie CS,, deren groBte diamagnetische Suszeptibilitat 
langs der Molekiilachse liegt, werden negative chemische Verschiebungen erzeugt, 
da dafiir die Konfiguration 6 (2) wichtiger ist. 
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Wenn yg der Tensor der molekularen Suszeptibilitat eines Molekiils ist, dann ist 
in Anwesenheit eines 4uBeren Magnetfeldes H, (Hos, B = #, y, 2) die «-Kompo- 
nente des gesamten Magnetfeldes am Ursprung (geléstes Proton) 


1 
He= Ao. Be (3h, R, — R008) XayHoy- (157) 
iv 


Dabei ist R der Vektor vom Ursprung zum Mittelpunkt des Molekiils. Fir die 
Kernresonanz ist nur der zeitliche Mittelwert des Feldes in Richtung H), wichtig 


aS 1 
HEH, GRO yas He (158) 
a 
Fiir axialsymmetrische Molekiile liefert dies 


peeiAes ee | (3 cos? @ — 1) Hy. (159) 
Dabei ist @ der Winkel zwischen R und der Achse des Lésungsmittelmolekiils. 
Fir kugelférmige (Radius r) geléste Molekiile und zylinderférmige (Durchmesser 
2L,, Linge 2Z,) Lésungsmittelmolekiile mittelt sich (3 cos? @ —1) zu Null 
fir R>r+L (LZ ist das gréBere von L, und L,). Fir r< R<r-+ L wird 
(3 cos? @ — 1) positiv, wenn L, > L, und negativ fiir L, << L,. Die Abschirm- 
konstante wird 


eta (5) (3 cos? @ — 1). (160) 
n soll dabei die Anzahl der Molekiile in dem betrachteten R-Gebiet sein. 

Fiir scheibenformige Molekiile eng am gelésten Molekiil ist 0 ~ 0°, (3 cos? O — 1) 
~~ 2, fiir stabformige Molekiile ist © ~ 90° und (3 cos? 9 — 1) ~ —1. Wir er- 
halten fiir 

scheibenférmige Lésungsmittel : 


A 
dg = —2n ee, (161) 
stabformige Lésungsmittel : 
A 
One ee (162) . 


Damit ergibt sich fiir CH, in Benzol 6, = 1,3 - 10-6 und in CS, 6, = —0,5- 10-8 
(experimentell 0,33 - 10-* und —0,42- 10-6), Genauere Ubereinstimmung kann 
man mit der groben Naherung nicht erwarten. 

Wenn die gelésten oder Lésungsmittelmolekiile gréBer werden, wird 6, kleiner. 
Die Form des gelésten Molekiils ist ebenfalls von Wichtigkeit, so werden scheiben- 
formige Molekiile in scheibenférmigen Lésungsmitteln und stabférmige Molekiile 
in stabformigen Lésungsmitteln vergréBerte |6,|-Werte zeigen. 


c) Van der Waals-Kriifte 


6» wird durch die Wechselwirkung zwischen den Molekiilen infolge der Van der 
Waals-Krafte, die die Elektronenstruktur verandern, erzeugt. Man kann zwei 
Effekte unterscheiden. 
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1. Die Wechselwirkung zwischen gelésten und Loésungsmittelmolekiilen in der 
Gleichgewichtskonfiguration bewirkt eine Deformation, wahrscheinlich Aus- 
dehnung, der Elektronenumgebung der Kerne; dadurch wird die diamagnetische 
Abschirmung verringert. Diese Verringerung wird sich ungefahr mit der Ladung 
oder der Anzahl der Elektronen der Lésungsmittelmolekiile vergroBern. 

2. Stérungen der Gleichgewichtskonfiguration der Lésung fiihren zu StéBen 
gegen das geléste Molekiil. Dadurch wird die Symmetrie gestért und ein para- 
magnetischer Abschirmbeitrag hervorgerufen. Der Effekt 1 ist temperatur- 
unabhangig, wihrend Effekt 2 eine Temperaturabhingigkeit zeigen muB. 


d) Polare Effekte 


Ein elektrisches Feld, das lings der Achse einer X—H-Bindung gerichtet ist, 
zieht Elektronen vom Proton weg und erzeugt damit eine negative chemische 
Verschiebung. Fiir kleine # ist dieser Effekt zu H proportional, bei stirkeren 
Wechselwirkungen wie z. B. der Wasserstoffbriickenbindung mu8 ein mit Z? 
gehender Effekt beriicksichtigt werden. 

Buckincuam [18] erhielt die genaéherte Gleichung 


dg = —2-10-2H, — 10-18 #2. (163) 


EH, ist die Komponente von # in Richtung der X—H-Bindung. Ein geléstes 
polares Molekiil polarisiert seine Umgebung und diese Polarisation fiihrt um- 
gekehrt zu einem elektrischen Feld F am Ort des polaren gelosten Molekiils. Wenn 
man nach OnsaGErR das geléste Molekiil als Kugel mit dem elektrischen Moment u 
im Mittelpunkt und die Umgebung als ein Kontinuum mit der Dielektrizitats- 
konstanten e betrachtet, hat F die Form 


Wee Ot Se I (164) 
(2e+1) 7° 3(2e + n?) x 


wobei m = « + «F das gesamte Dipolmoment des gelésten Molekiils im Medium 
ist. % = (n? — 1)/(n? + 2) r3 ist die Polarisierbarkeit der Kugel und n ist der 
Brechungsindex des gelésten Stoffes. Bei n? ~ 2,5 erhalten wir genahert 


a hamiete 2 (165) 
2e + 2,5 « 
Damit erhalten wir ancie 
iy e—1 wucos® Ca a. 08 ae we 166 
bg = —2-10 : Degree: . 10 area (166) 


® ist dabei der Winkel zwischen 4 und der X—H-Bindung. Bei positiven cos ® 
fiihrt VergroBerung der Dielektrizitatskonstanten des Losungsmittels zur Ver- 
kleinerung der Abschirmung. Fiir CH,CN ist w/o = 10-° und cos ® = 1/3, so daB 
6, in n-Hexan = —0,11 und in Aceton = — 0,50 - 10-° wird. 


e) Beispiel 


BucKINGHAM, SCHAEFER und SCHNEIDER bestimmten die Lésungseinfliisse aut 
die chemische Verschiebung der Protonenresonanz in CH, und CH,CN * at 
%igen Lésungen in vielen Lésungsmitteln. In Bild 6 ist die relative chemische 
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Verschiebung zwischen CH,-Gas und CH, in Lésung tiber der Verdampfungs- 


warme der Lésungsmittel beim Siedepunkt aufgetragen. 
Letztere GroBe wurde als Ma8 fiir die Van der Waals- Wechselwirkungsenergie 
genommen. Die Punkte in der Nahe der gestrichelten Linie stellen den Kinflu 
der Van der Waals-Krafte dar, sie entsprechen Lésungsmitteln ohne dia- 


= 


J) 6 if 8 y 0 


7 
Verdamptungswarme in Kcal/Mol 


Bild 6. Protonenresonanzverschiebungen von CH, in Lésung gegen CH,-Gas fiir verschiedene Lésungsmittel tiber 
der Verdampfungswirme der Lésungsmittel [79] 
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magnetische Anisotropie. Oberhalb und unterhalb der Linie sind die Punkte fiir 
abgeplattete und langgestreckte anisotrope Lésungsmittel. In Bild 7 sind die 
Verschiebungen von geléstem CH,CN als Beispiel eines polaren Molekiils relativ 
zur Resonanz in einer 5mol%igen Losung in n-Hexan iiber (e — 1)/(2e + 2,5) 
aufgetragen.., 
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2. Wasserstoffbriickenbindung 


Die bedeutendsten Assoziationsverschiebungen treten infolge der Wasserstoff- 
_ briickenbindung auf, und zwar erhalten die Protonen der Wasserstoffbriicke 
RA—H...BR’ (nicht alle Protonen des Molekiils) eine sehr starke zusiitzliche 
_ hegative Abschirmung. Das experimentelle Material dafiir ist schon sehr umfang- 
reich. Ks soll hier nur kurz auf die méglichen Effekte eingegangen werden, durch 
die diese Abschirmung hervorgerufen werden kann. Wir schlieBen uns dabei der 
Arbeit von ALEXANDROV und SoxKo.ov [5] an. 

Es gibt 5 mégliche Mechanismen, die zu dyp beitragen kénnen: 


1. Die Veranderung der Polaritat der A—H-Bindung, Verlagerung des Schwer- 
punkts der Elektronenwolke dieser Bindung in Richtung A. r 


2. Verlangerung der Bindung A—H. 

3. Auftreten einer Donor-Akzeptorbindung H...B. Dadurch wird der Schwer- 
punkt der Elektronenwolke von B in Richtung H verlagert. 

4. Wirkung des elektrischen Dipolfeldes der Bindung BR’. 

5. Weitreichende Abschirmungen infolge der Elektronen von B oder der Bindung 
B= Rr, 

ALEXANDROV und SoxKonov geben Abschatzungen fiir diese 5 Beitrage an. 


1. Die Abhangigkeit der Protonenabschirmung von der Polaritét der A—H- 
Bindung wird mit Hilfe der Formeln von ALEXANDROV abgeschatzt. Wir nehmen 
als Wellenfunktion der Bindung eine Molekiileigenfunktion, die aus 1 sH-Funk- 
. tionen und 2s und 2p Slater 0-Funktionen besteht. 


WO — N[p,, + A(a gy + b¢%,)]- (167) 


A charakterisiert die Polaritat der Bindung, fiir H,O liegt 2 in der Nahe von 1. Die 

Hybridisierungsparameter a, b haben, wie eine Abschatzung zeigte, nur unter- 
geordnete Bedeutung fiir die Abschirmkonstante des Protons. Mit Hilfe von (64) 
und (167) erhalten wir fiir 2 ~ 1 + 0,4 und den Kernabstand & = 1 A 


ae = 1p, 10s, (168) 


Nimmt man an, daf / infolge der Wasserstoffbriickenbindung um 4/1 = 0,3 ver- 


andert wird, finden wir dgp ~ — 4,5: 10-°. 
2. Ebenso kann der Einflu8 der Verlangerung der Bindung A—H_ berechnet 
werden. Fiir kleine Veranderungen von F bei A = 1 erhalten wir 


Dieeeset ale 10s el Ths (169) 


Dabei verdndert sich & von 0,9 fur a — 0 bis 1,3 fir a = 1. Bei AR =0,05 A 


finden wir 6 zz —0,5- 10-6. prin : 
Be Er BinfiuB der Donor-Akzeptorbindung H ...0 wird mit Hilfe der Molekiil- 


eigenfunktion fiir diese Bindung abgeschatzt 


y = N’ (pep + PPis)- (170) 
14* 
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Fiir kleine Werte von f (~ 0,1---0,3) und den H...0-Abstand von ungefihr 1,7 A 
liefert diese Bindung zur Abschirmung den Wert 


dsp = — 008 po s.Gn Ook (171) 


Fiir 6 ~ 0,2 liefert dies ds3nz ~~ + 2,5 - 10%. 
4. Fiir ein freies Wasserstoffatom in einem elektrischen Feld erhielt ALEXAN- 
DROV [2] 


damp ne (172) © 


Fiir das Feld eines Dipols mit 4 = 1,60 im Abstand 1,7 A, wobei die z-Achse mit 
der H...0-Richtung zusammenfallt, fanden ALEexaNDROV und SOKOLOV 
Osup ~ 0,5 - 10-8. 


5. Infolge der weitreichenden Abschirmung ergeben sich Werte fiir é;n_ von 
+ 0,2 - 10-® bis —0,2 - 10-®. Dieser Beitrag ist also vernachlassigbar. 

Alle Beitrage zusammen liefern einen Effekt, der in der experimentell beobacht- 
baren Gro8enordnung liegt. Ohne Zweifel sind zum Verstandnis der Wasserstoff- 
briickenbindung und der dadurch verursachten Protonenabschirmung noch 
weitere Untersuchungen nétig. In diesem Zusammenhang sei auch noch besonders 
auf die Arbeiten von Hamexa [43, 44] hingewiesen, der dq, fiir Ammoniak be- 
rechnete. 


Ich danke Herrn Prof. Dr. A. Léscun fiir die standige Unterstiitzung bei der Abfassung 
dieser Arbeit. 
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/ A. Grundlagen 


In den Jahren 1950—1951 fand man eine Art von Linienaufspaltungen bei 
Kernresonanzexperimenten, die sich deutlich von den durch chemische Ver- 
schiebungen erzeugten Aufspaltungen unterschied, da ihre Gré8e nicht vom 
auBeren Magnetfeld abhangig war. Insbesondere berichteten Proctor und Yu [49], 
Haun [20] und Gutowsxry, Mo Cau, Stricter, McNetuu [15, 16, 40] von der- 
artigen Experimenten und untersuchten die Eigenschaften dieser neuen Art von 
Aufspaltungen. Man fand: 1. Vollige Unabhangigkeit der GroBe der Aufspaltungen 
vom auBeren konstanten Magnetfeld, der Temperatur und vom Aggregatzustand 
(fliissig oder gasformig). 2. Die Aufspaltung erscheint in den Spektren nur, wenn 
mindestens zwei Gruppen nichtaéquivalenter Kerne im Molekiil enthalten sind, 
wobei unter nichtaquivalenten Kernen solche verschiedener Sorten oder der 
gleichen Sorte, zwischen denen eine chemische Verschiebung auftritt, zu verstehen 


sind. Man fand weiter, daB die experimentellen Aufspaltungen durch einen Spin- 
kopplungsterm der Art 


J Ty : Ty: (1) 


\ 
) 
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im Hamiltonoperator erklart werden konnten. Damit war gezeigt, da die Auf- 
spaltung durch Kopplungen der Kernspins verursacht wird. Diese Form der Spin- 
kopplung hat insbesondere die Eigenschaft, da8 die davon erzeugten Linien- 
aufspaltungen in Fliissigkeiten durch die schnellen inneren Bewegungen der Mole- 
kiile nicht ebenso wie die von der direkten Kernspinkopplung erzeugten aus- 
gemittelt werden, da sie nur von der gegenseitigen Lage der Kernspins abhangt. 
Nach einigen anfinglichen Mierfolgen bei der theoretischen Deutung dieser 
Kopplung wurde von Ramsry und Purcett [52] der auch heute noch verwendete 
Hamiltonoperator zur Berechnung der Spinkopplungskonstanten J vorgeschlagen. 
Sie deuteten die Kopplung als indirekte Kopplung der Kernspins durch Ver- 
mittlung der Elektronenspin- und Elektronenbahndrehimpulse. Dabei werden 
als Kopplungsmechanismen zwischen den Kernspins und den Elektronenspin- 
und Bahndrehimpulsen sowohl die magnetische Dipolkopplung als auch die Hyper- 
feinstrukturkopplung beriicksichtigt. Fiir Protonenkopplungen liefert der Hyper- 
feinstrukturkopplungsterm den gré8ten Anteil, und die anderen Terme kénnen 
vernachlassigt werden. Bei Kopplungen zwischen schwereren Kernen ist dies nicht 
moglich. 

Man teilt den Hamiltonoperator in drei Hauptteile ein 


H=H,+H,+ Hg, (2) 
wobei 

x to fh e (Iv X Ten)\? 

Een ces oe ay) 
+V + Ay, + Ais + Hss + Hsu, (3) 

ae 3(S:° fin) (ly - 6 S,.-° 1 
Zh, = Dinh 5; ym (ee Se) 0 

EN TEN kN 

A 16auph 
cee (“eet > yv8 (tew)(Se En) (5) 
kN 


Der quadratische Term von H, stellt die kinetische Energie der Elektronen und 
ihre Wechselwirkung als bewegte geladene Teilchen mit dem Magnetfeld der 
Kerne dar. V ist die elektrostatische Potentialenergie, H;,;, Hzs, Hss und Hsq 
sind die Beitrige zum Hamiltonoperator infolge der Elektronen-Bahn-Bahn, 
Spin-Bahn- und Spin-Spin-Wechselwirkung und der Wechselwirkung der Elek- 
tronenspins mit dem auBeren Feld. Fiir Molekiile im S-Zustand sind die Beitrage 
dieser Terme zur Kopplungskonstanten von hoherer Ordnung klein, 

H, und A, sind die magnetische Wechselwirkung der Kernspins mit den Elek- 
tronenspins. Dies ist aus der Form von H,, sofort zu sehen, da dieser Term dem 
klassischen Ausdruck fiir die Wechselwirkungsenergie zweier magnetischer Dipole 
entspricht. H, stellt die Hyperfeinstrukturwechselwirkung im S-Zustand dar, 
wie sie von Fermi [10] angegeben wurde. Die obige Form ist die von ee 
und Pryce [J] bei ihrer Diskussion der Hyperfeinstruktur bei paramagnetischen 
Elektronenresonanzen verwendete. 
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B. Die stérungstheoretische Berechnung der Kernspinkopplungskonstanten 


1. Die Berechnung von Ramsey [5/7] 


Wir verstehen unter der Kopplungskonstanten Jyy den Ausdruck, der sich mit 


Hilfe der Storungsrechnung aus H FE H , und H, als Koeffizient beim Term mit Iy + Ty’ 
im Energieausdruck ergibt. 


q 


Wir berechnen als erstes den wichtigsten Term, der sich aus A, ergibt. A, hat — 


nichtverschwindende Matrixelemente zwischen dem Singalorenan ada und 
angeregten Triplettzustinden. Wir erhalten die Stérungsenergie zweiter Ordnung 


0 |H,|_n) (n | H,| 0 
Pee rut ale 10) a 


a 


Um die Spinkopplung zwischen den Kernen V und WN’ zu finden, brauchen wir 
davon nur die Terme mit Ty und Ty’ 


162 uzgh\? 1 
# — —, —— , SSS 
3NN ( 3 J wor p> Bevis B, 
(0 |6(T.x) Sy ° Ly | 0) (n |6 (rj) S;° Ly’ | 0). (7) 


Da nur iiber die Elektronenkoordinaten integriert wird, kénnen die Operatoren 
Ty und Iy: vor die Summe gezogen werden. Der Ausdruck nimmt die Form an: 


E3yw’ =F hJagtvaly’s, (8) 


wobei J,, ein Tensor ist. Wegen der schnellen molekularen Rotationen mu8 iiber 
alle Richtungen gemittelt werden: 


J a= Jag = Jap Sap: (9) 
Damit wird die Wechselwirkungsenergie dem Skalarprodukt Iy - Iy proportional 
Esyyt = hI gun’ Iy * Ty’. (10) 


Jsyy’ ist der Beitrag von H 3 Zur Spinkopplungskonstanten (in Hz) 


2 (162upi\? 1 
dh i yay —— 
3NN sal 3 V vw =, (ipa 
> 0 |d( VY.) S;,| 2) + (n | d( Y;y’) S;| 0). (11) 


Ublicherweise ersetzt man die Triplettanregungsenergien noch durch einen 


geeigneten Mittelwert 4 #1) und verwendet die Summenregel. Dadurch verein- 
facht sich (11) zu 


2 (162uph\? 1 IS 
ayh ee EVR ae oye (Tew) 0 (Pw) S, +S; 0 : (12) 


J syn’ a 


1) Siehe dazu das Ende von Abschnitt B. 1. 


| 


q 
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Formel (11) ist bisher praktisch kaum anwendbar, da dafiir die Molekiileigen- 
| funktionen aller angeregten Triplettzustinde benétigt werden. Fiir (12) be- 
notigt man dagegen nur noch die Grundzustandswellenfunktion. 
Aus dem Term H, erhalt man ebenso den Beitrag Jyyy zur Spinkopplungskon- 
-stanten 


2 1 
Joann’ = — — (2uph)? Dye eee es 
2NN 37, | ph)? yy yy 2, [es Ey 
P 3 3(S; o Yen) ren S;, . ‘ VA 3(S; C Y;n') Pin’ S; SS 
< — : aie ES LW) : 0 , (13) 
ren ren | \ ry rin’ vu 
bzw 
ee 1 
Jann’ = — 3h (2uph) ywyn’* AE j 
- > ge : ew) Vien St ; i (S;- rin’) Yin’ 4 | oe (14) 
ae kp Ten TiN Yin’ Vin’ a 


Es bleiben die Beitraége zur Spinkopplungskonstanten, die von H, herrithren, 
zu berechnen; diese Terme sind auf die Wechselwirkung der Elektronenbahn- 
stréme mit den magnetischen Kernmomenten zuriickzufiihren. H, lat sich in zwei 
Terme entwickeln, die die Kernspins enthalten 


! a we, YN y. Ty X Yew (= x 4 
if N YN’ 3 : = 
2mc2 nnn rin rw’ 
enh? Yn Yn’ 


[Uy + Lav’) (Yew + Yew’) — Uv + Pew’) Ue + Pew), (15) 


2me? nN Ten Ten’ 


eh? ; 
py eles (Tex) Vn ea Ty (Tew X Me): (16) 


; y) , 3 
MCt Nk Ten met Ne View 


Hy, = 


Mit Hilfe der St6érungstheorie erster Ordnung fiir H,, und zweiter Ordnung fiir 


A 


H,, erhalten wir analog daraus die Terme 


4 ef? i | (Ten * Ven’) aS 17 
Jian’ = Sh 2mez NNN = = Ten TEN’ We ne 
Yi , | 
8 1 (Mmiy > Moy’) AK 
oly Sa Be ae eh Om. 18 
Jionnw’ = 3h, h? yw yw AE oS Pa patty Be (18) 


Es sind auch gemischte Terme zwischen H, und H, méglich, aber RaMsEY [57] 
zeigte, daB sie durch die schnellen molekularen Bewegungen zu Null ausgemittelt 
werden. Alle berechneten Terme sind dem Produkt yy yy; proportional. Daraus 
folgt eine einfache Beziehung zwischen den Kopplungskonstanten verschiedener 


Isotope eines Elementes. 
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Ramsey [51] berechnete mit Hilfe dieser Formel die HD-Kopplungskonstante im 
HD-Molekiil. Nimmt man Bahn- und Spinanteile der Grundzustandswellen-, 
funktion als separierbar an, erhalt man aus (12) fiir J3up 


Jsup = — 5 5 ‘5 (“ at) ya yp + 0" [5 (1% H) 8 (Pep) |0’)(0"|S,°S2l0). (19) 


33 
Ks ist } 
(0’"|S, -S_}0”) = (0"| 4 (S? — Si — S3)[0%) = — @, (20) 
also 
64 uh 
J3up = ee ly |?1Hep- (21) 


|p |2112p ist die Wahrscheinlichkeit dafiir, daB das erste Elektron beim Proton 
und das zweite Elektron beim D-Kern ist. Die Berechnung mit Hilfe der Wellen- 
funktion nach James und CooimpGs [27] fiir das H,-Molekiil ergibt 


0,0600 55,8 
ly|:HeDp = a J3HD = TE (Hz). (22) 


0 


Dabei ist a, der Bonrsche Radius, 1 # wird in RYDBERG ausgedriickt. Die Aus- 
wahl eines geeigneten AH ist schwierig, Ramsry [51] konnte zeigen, daB AH = 
1,4 RypBere zur Ubereinstimmung mit dem experimentellen Ergebnis fiihrt und 
auch gréBenmaBig anderen ahnlichen Groen AE, die bei anderen Berechnungen 
verwendet werden, nahekommt. RAMSEY schatzte weiter ab, Joup ~ 3Hz, Jiaup 
~~ —0,1 Hz und J,,Hp ~ 0,5 Hz. Mit J3 Hp = 40 Hz, das sich aus der obigen Wahl 
von AF ergibt, erhielt er also Ubereinstimmung mit dem experimentell von 
Wimett [1129] gemessenen Wert von Jyp = 42,7 + 0,7 Hz. 

McLacuiaNn [74] (siehe auch ALEXANDER [62]) stellte fest, daB die Naherung 
durch Einfiihrung einer mittleren Energie 4H allgemein nicht gerechtfertigt ist. 
Er zeigte einsbesondere, daB AH nicht positiv oder wirklich in der GréBenordnung 
der Energieabstande der angeregten Zustainde zu sein braucht. 


Fiir einen Stéroperator H, erhalt man die Stérungsenergie 2. Ordnung 


ato aes | H, n) (n | H,| 0) 
= YG of 


Diesen Ausdruck kann man, wenn die angeregten Zustande unbekannt sind, wie 
folgt annahern: 
(0 | Hj] 9) 


JIN) ee AE (*) 


Dazu braucht man nur noch die Grundzustandswellenfunktion. (*) dient als 
Definition von AH. Der Zahler in (*) ist positiv und ebenfalls der Nenner, da E, die 
Grundzustandsenergie ist. AH ist ein bestimmter gewichteter Mittelwert der 
Energieabstande (LE, — E,). 


Bei der Berechnung von Spinkopplungen hat man jedoch einen anderen Fall vor- 
liegen. Es gibt 2 Stéroperatoren Hy und Hy-, die Kopplungen der beiden Kerne 


/ 
i 
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mit den Elektronen des Molekiils. Der interessierende Energieausdruck ist der 
gemischte Term zwischen diesen beiden Stéroperatoren. 


ad (0 | Hy | 2) (n'| Hy-| 0) 
By 2 rT (**) 


+ das konjugiert Komplexe. 


Diesen Ausdruck kann man wie folgt annahern: 


EQy = (0 |Hy Hy + Hy Hy| 0) 

AE y y’ ; 
Diese Schreibweise ist natiirlich erlaubt, aber nicht sehr niitzlich. Da die Zahler 
von (**) verschiedenes Vorzeichen haben kénnen, ist es nicht allgemein moglich, 
etwas tiber das Vorzeichen von AL yy: auszusagen. 
Zur Abschatzung der Bedingungen fiir ein verwendbares AL yy’ setzen wir die 
gesamte Stoérungsenergie 2. Ordnung an. 


oes arr Hy-|n) (n |Hy + Hy| 0) _ 
=a 


n 


_ _ © |H%10) — O|Ay|0) 0 | Hy Hy + Hy Hy| 0) 
A A A : 


Getrennt erhalt man Beitrage von Hy und Hy: 


O\HW10)  _ _ (| H¥| 0) 
Be Ee ps te, 60110) 


Ey, = 
af A Ag 


A, Ay und Ay, sind natitirlich stets positiv und sinnvoll eingefiihrt. Man erhalt fiir 
die Stoérungsenergie auch 


Daraus kann man folgern, daB AHL yy’ positiv und in der GroBenordnung der anderen 
A-Werte ist, wenn Ay und Ay’ geniigend nahe bei A liegen. 

Untersuchungen von Karpwus [72] ergaben, daB die 4H-Naherung fiir Systeme, 
die sich im wesentlichen durch lokalisierte Bindungen beschreiben lassen, an- 
wendbar ist. Fiir derartige Systeme ist AZ eine positive GréBe, die in enger Be- 
ziehung zu den Triplettanregungsenergien steht. Das bedeutet, da der gréBte 
Teil aller bisher durchgefiihrten Rechnungen, bei denen die AH-Naherung ver- 
wandt wurde, insbesondere die vieler VB-Berechnungen, durchaus erlaubt waren. 
Fiir Systeme jedoch, bei denen die Delokalisierung wichtig ist, also insbesondere 
bei allen aromatischen Molekiilen, ist Vorsicht bei der Verwendung der AH- 


Naherung geboten. 


2. Die Berechnung mit Hilfe von LCAO-Molekileigenfunktionen 


Mc Connett [34], [36] veréffentlichte eine vollstandige Berechnung der Spin- 
kopplungskonstanten mit Hilfe von Eigenfunktionen nach der Methode der Molekiil- 
eigenfunktionen. Weiterhin verwandte er die LCAO (linear combination of atomic 
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orbitals)-Niherung der Molekiileigenfunktionen zur Berechnung der Kopplungs- — 
konstanten von Kernen, die im Molekiil durch mehrere Bindungslangen getrennt 


sind. Derartige Kopplungen werden sehr oft beobachtet. Praktisch gehoren z. By 
alle H—H-, F—F- und H—F-Kopplungskonstanten in organischen Molekiilen 
dazu. In diesem Fall kénnen insbesondere einige andererseits schwer zu berechnen- 
de Terme weggelassen werden. 

Wir gehen von den Ausdriicken (12), (14), (17) und (18) fiir die vier Terme der 
Kopplungskonstanten aus. Die verwendeten Molekiileigenfunktionen WY sind 
antisymmetrisierte Produkte von molekularen Bahn- und Spineigenfunktionen 


1 
= ywl - (— 1)? P@.p®s. (23) 
Dabei sind 
Dep = V1 (1) Yr (2) po (3) po (4) --- ya NV — 1) ya), (24) 
Des = x (1) 8 (2)x(3) 8 (4)... o(N — 1) BN). (25) 


In (23) bis (25) sind M orthonomale Molekiileigenfunktionen y, ... yy enthalten, 
die vollstindig mit N = 2M Elektronen besetzt sind. P ist der Permutations- 
operator. Bei den allgemeinen Formeln, die sich fiir die einzelnen Beitrége zu 
Jyy’ unter Verwendung der Funktion ¥Y ergeben, kénnen die y, natiirlich als der 
bestmégliche Satz von Molekiileigenfunktionen angesehen werden, z. B. als 
, self-consistent-field‘‘-Molekiileigenfunktionen. Bei der weiteren Spezialisierung auf 
Kopplungskonstanten zwischen Kernen, die durch mehrere Bindungslangen ge- 
trennt sind, beschranken wir uns dann auf LCAO-Funktionen der Form 


Ya = D>, MpaP>- (26) 
p 


Dabei sind die | Atomeigenfunktionen, die auch hybridisiert sein kénnen und 
zum Kern p gehoren, aus denen die Molekiileigenfunktion y, aufgebaut ist. Wenn 
Konfigurationswechselwirkung auftritt, durch die s-Charakter in reine p-Funk- 
tionssysteme getragen wird, kénnen diese Naherungen natiirlich falsch werden. 
Dies zeigt sich auch an den Ergebnissen einiger Berechnungen. 

Wir erhalten allgemeine Gleichungen fiir die Kopplungskonstanten, wenn wir die 
Funktion ¥ in die in (12), (14), (17) und (18) vorkommenden Matrixelemente ein- 
setzen. Nach einigen Umformungen und Vereinfachungen nehmen diese Glei- 
chungen folgende Form an: 


1 1 [/Sa\? ¥ 
amv = ~ 5, CaabPrwre pap: |() Snel) 19ers] vale) — 
S7\2 UM 
a =) 2 (Pa(s)|6 (sw) | Ya(8)) Halt) O(a) [Ya(t))], (27) 
ioe 1 | 3 cos?d,, — 1 
Jenn’ = — ys (2 ph)? yy yy" ° AB B Ya(s) . = ry" | vals) > aa 
MM WA (3 cos? 3, — 1) 


a offen \ ve (8) pp (t) | Palt) vp >} (28) 


3 3 
Tsu Yn’ 
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Pal “| va >, (29) 


sN* ye 


Seth? M 
Jeanne = Shom hein IN’ b Cele) | M 


16 Lee Mgy * Mgy’ 
Jiony’ = he 3h h? LR YN YN sx \ Pal 8) marr (0) > a. 
M/s ra ~~ 
oe Pals a) | ms Pal oS. a(t Min aye 30 
ieee Kral | aer fv D+ 0) 
MM / m, | Mw" 
+2 D”< pals) | rant - 4)» + 
aB oN Ysy | i ~ Tear ee 
MM Y/Y | 
ae | Msn Ne 
== 2 \ Pals) ry “wl >< yn mer ¥4() >| 
Dabei bedeutet 
pee ee ee 
Cos? Og = APew * Fen) (31) 
TON YEN’ 


Wir benutzen jetzt die LCAO-Funktionen zur Berechnung der weitreichenden 
als ,,LR“ (long range) bezeichneten Wechselwirkungen. Im folgenden verwenden 
wir die Bezeichnungen J3yy- (LR), Jeyy’ (LR) usw., um auszudriicken, daB die 
Formeln nur fiir LR-Kopplungen gelten. Wenn wir (26) in (27) bis (30) eitisetzen, 
erhalten wir eine groBe Anzahl von Integralen mit atomaren Funktionen. Es 
treten sowohl Ein- als auch Zweielektronenintegrale auf. Wir behalten aber nur 
die gré8ten Ein- und die gréBten Zweielektronenintegrale aus diesen Formeln bei. 
Die Zweielektronenintegrale sind zwar im LR-Fall allgemein gréBer, kénnen sich 
aber manchmal gegenseitig wegheben, wahrend dies die Einelektronenintegrale 
nicht tun. Damit erhalten wir schlieBlich nach einigen Abschatzungen die Formeln: 


1 { Sa\2 MM 
J syn’ (LR) = a (2uph)? YN YN’ A AE . 3 i 2 Ana Gy p ON’ ON’ * 


- (Dy (s) | 5 (tex) | Ox (s)) (ON wy’) | Ox o)| (32) 
i 1, ; nnd 
Jenn’ (LR) = — ra (2 ugh)? yw yn’ AB x 
1, at iv 3 cos? O;nw’ — 1 ree NS 
XS the C OF (6) speses atc 1Oky 
M “ ia i3 cos? @ NN 1 ae 
a < () >— (88) 
“ rN’ a" oi ae oe ren ve 


MM pe 
= = dara Qarp Cava Ong \ Dy (8) Bry (t) 


| Dy (t) By he 


3 cos? 3, — 1 


3 3 
sn TEN’ 
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8 eh? i Th enw! a a 
Jiann’ (LR) = 3h YN YN’ aes . Ee 2 ava K Onl) 


Oy © >| § (34) 


Oy ®> - 


Tsu 
cos Osnn’ 


2 
YSN 


a 


1 M 2 wa a 

Ta @ s 
gy tthe OHO 
+ ahnliche Terme in N’, 


16 il 
Jpn’ (UR) = (- 1) h? wh Yn YN’ AE x 


M 2 
xan Sat C946) | eee 


TWN’ “a * 


Dy > + ahnliche Terme in VN’ — (35) 


A Msn B a ara B | Min’ a | 
as i ae Di -< Oy (t On (t - 
Dy Ava Ap Av'a Oa'g (Ss) ry Pay ON w(t) rey: ’ (t) 
mit 

cos Oy (Tew * Twn’) (36) 


sn TNN’ 


Wenn wir den Fall der LR-Kopplung zwischen Protonen betrachten, den wir z. B. 
in vielen Kohlenwasserstoffen finden, sehen wir leicht, daB diese hauptsachlich 
durch den Term J3yq (LR) hervorgerufen wird. Zu J3qW (LR) gehéren Zwei- 
elektronenintegrale mit s-Funktionen. Jeyq (LR) besteht aus Kin- und Zwei- 
elektronenintegralen mit p-Funktionen und ist im allgemeinen vernachlassigbar, 
da der p-Charakter der Wasserstoffunktionen in den LCAO-Molekiileigenfunk- 
tionen als klein betrachtet werden kann. Weitere Abschatzungen zeigten, daB 
auch die Terme Jygyy und Jy, yy’, die Elektronenbahnkopplungsanteile fiir nicht 
direkt gebundene Protonen, vernachlassigbar sind. Wir schreiben den fiir Pro- 
tonen allein magebenden Term wie folgt: 


1 1 /82\? 725 
Jone (LR) = 5 Cuah)*7 75 (G) EE 


3 4 
(Dx | 0(r) | Ox) (Ou | d(r) | Ow). (37) 
Dabei ist 
M 
nun = 2 a AH a CH’: (38) 


Diese GroBe nu ist formal der von Countson und Loneurt-Hiccrins [I 24] 
definierten Bindungsordnung von Paaren direkt gebundener C-Atome in aro- 
matischen Molekiilen ahnlich, wobei dort WY die besetzten m-Elektroneneigen- 
funktionen sind. Wir setzen 4 H = 10 eV, eine GréBe, die nach der gegenwartigen 
Kenntnis der Elektronenzusténde von organischen Molekiilen in 15-Zustanden 
wahrscheinlich fiir stabile Substanzen héchstens um einen Faktor von 5 vom 
richtigen Wert abweicht, und erhalten 


Jaa (LR) = 21072-9 (Hz). (39) 
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Die Formeln wenden wir auf einige Substanzen an. 

Im Falle des H, (yuu ~ 1) erhalten wir Jum = 210 Hz gegentiber dem experi- 
mentellen Wert Ju = 280 Hz. 

Unter Verwendung der LCAO-Funktion fiir CH, von Counson [8] erhalten wir die 
Protonenbindungsordnung | uw | = 0,118. Mit diesem Wert ergibt sich Ju = 
3 Hz. Der fiir CH,;D gemessene Wert Jyp = 1,9 Hz ergibt allerdings Juw = 
12,4 Hz. Daraus kann man umgekehrt schlieBen, daB die Bindungsordnung in 
Wirklichkeit wahrscheinlich in der Gr6Benordnung von 0,25 liegt. 

Mouier und Prrrowarp [42], [43] leiteten eine halbempirische Formel fiir die 
C18.H-Kopplungskonstanten von verschiedenen C-Hybridisierungszustanden ab. 
Sie nahmen an, da auch fiir C—H-Kopplungen alle Terme auBer J, vernachlassigt 
werden kénnen. Die CH-Bindung sei durch ein Elektronenpaar beschrieben, dem 
folgende Molekiileigenfunktion zugeordnet sei: 


PY = ap(1su) + by(28c) + cy(2poc), (40) 


wobei y(1su), y(28c) und y(2poc) die Atomeigenfunktionen von H und C sind. 
Durch Verwendung obiger Formeln erhalten wir Joq in der Form 


J ovr = dy 0s. (41) 


wobei die Konstante J, entweder berechnet oder empirisch bestimmt werden kann. 
MuLuer und PritcHarp [42] bestimmten sie aus dem experimentellen Wert 
Jou (Methan = sp’) = 125 Hz zu J, = 2000 Hz. Damit ergibt sich dann fiir 
die anderen Bindungstypen Jeu (sp?) = 167 Hz und Jou (sp) = 250 Hz. Diese 
Werte sind mit den gemessenen Gro8en (Jon (Benzol) = 159 Hz, Jou (CH3;— 
—C13_H) = 251 Hz) in sehr guter Ubereinstimmung. 

Mit Hilfe der obigen Formeln konnten Wittiams und GutTowsKy [60] aus den 
experimentell bestimmten H—H-, H—F- und F—F-Kopplungskonstanten von 
Fluorbenzolen einige Riickschliisse auf die vorliegenden Bindungsverhaltnisse 
ziehen. In Tabelle 1 sind von Gurowsky, Hom, Sarka und Wriutams [78] und 
Bax, SHooLERY und WrtraMs [5] an einer Vielzahl von Benzolderivaten ge- 
messenen Kopplungskonstanten angefiihrt. Die angegebenen Vorzeichen wurden 
nur relativ zucinander bestimmt. 


Tabelle 1. 
Experimentelle Jy’, Jur und Jr Werte von Fluorbenzolen [78, 5] 


ortho | meta | para 
| | 
JHH’ +7,9 +21 0,5 Hz 
Jur + 8,6 -_ 7,0 — 2:2 Hz 
Tw 20,5 (+ ?) 3,1 13,2 Hz 


Aus (39) kann man mit Hilfe der empirischen J HH Kopplungskonstanten die 
yun bestimmen. 7a ist dabei als ein Ma8 fiir die Delokalisierung der H1s- 
Funktionen oder fiir den Betrag der s-Bindung der beiden nicht direkt gebundenen 
H-Atome aufzufassen. Wir erhalten fiir 0., m. und p. die Werte 0,2; 0,4 und 0,05, 
was auf eine gleichformige Abschwachung der 1sH-Funktion durch das Kohlen- 


stoffgeriist des Molekiils hindeutet. 
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Bei den HF-Kopplungen wissen wir nicht, welche Terme den Hauptanteil liefern. 
Unter Verwendung von vollstandig lokalisierten p-Funktionen, 1H = 10 eV und 
o., m. und p. HF-Abstanden von 2,62; 4,50 und 5,2 A erhalt man nur mit den 
Einelektronenintegralen nach den obigen Formeln aus Jy,q, Jip und J, fiir o., m. 
und p. — 17,1; —2,6 und —1,4 Hz. Dabei liefert Jj, den bei weitem groBten An- 
teil. Da diese Werte nicht mit den experimentellen GroBen tibereinstimmen, — 
brauchen wir groBe positive Werte der Zweielektronenterme. Mit denselben — | 
lokalisierten Eigenfunktionen werden diese jedoch Null. Wir miissen also teil- 
weise delokalisierte Eigenfunktionen einfiihren. Den Einflu8 der Delokalisierung 
beschreiben wir mit Hilfe der Bindungsordnung. Der wichtigste Zweielektronen- — 
term ist Jgur, ihm gegeniiber kénnen die anderen vernachlassigt werden. Wir 
brauchen dazu das Fluorkontaktintegral a (2sp | 6(r) | 287). Wri~~tams und 
Gutowsky [60] nahmen dafiir den Wert 30 an. Dies ergibt 


J,ur = + 1,9 - 104 nip(s). (42) 


Um die experimentellen Werte zu erklaren, brauchen wir fiir 0., m. und p. J3nr- 
Werte von 25,10 und 1 Hz, diese erhalt man mit yjHr-Werten von 12 - 10-4, 
5,3 - 10-4 und 0,5 - 10-*. Aus diesen Bindungsordnungen kann man mit 


Op = ay(P,28)®., + ar(F,2p)®op +... (43) 
ay (F, 2s), den Anteil der Fluor-2s-Eigenfunktionen zur C—F-Bindung berechnen. 
Ks ergibt sich 


ay (F, 2s) = = (s) : 
nHw (Ss) 


(44) 


Daraus erhalt man fiir 0., m. und p. 3,2; 5,3 und 2,1%. Der Wert muB8 natiirlich 
unabhangig davon sein, tiber welche Kopplungskonstante er bestimmt wird. 
Wir nehmen deshalb den mittleren Wert von 3% an und berechnen damit um- 
gekehrt die Kopplungskonstanten. Insgesamt ergibt sich derartig als Summe aller 
Terme 


Jur = +7,9(0.), = + 3,4(m.), = 0,0(p.) Hz (45) 


in guter Ubereinstimmung mit den experimentellen Werten. 

Im Fall der FF’-Kopplungen kann man analog vorgehen, es treten nur noch zu- 
satzliche Komplikationen auf, da hier auch die Zweielektronenterme von J oF F* 
und Jy,rr’ wesentliche Beitrage liefern. Man erhalt analog 


Jrw = 23(0.), = —6(m.), = +10(p.) Hz (46) 


Aus diesen Beispielen ist insgesamt ersichtlich, daB die oben mit Hilfe der LCAO- 
Kigenfunktionen abgeleiteten Formeln in vielen Fallen geniigen, um die experi- 
mentell gemessenen Kopplungskonstanten zu erklaren?) 


') Bei der Molekiileigenfunktionsnaherung (ohne Konfigurationswechselwirkung) ist der Spin- 
teil der Elektronenwellenfunktion eindeutig durch das Modell bestimmt. Da fiir unsere 
Berechnungen die Wechselwirkungen der Kerne mit den Elektronenspins wichtig sind, konnen 
derartige Funktionen keine guten Resultate liefern. Die Tatsache, da& mit Hilfe der Formel 
(37) im Gegensatz zur Erfahrung nur positive Protonenkopplungskonstanten erklarbar sind 
ist darauf zuriickzufiihren. Die Molekiileigenfunktionen, besonders die LCAO-Naherung, 


sind also nicht sehr gut zur Berechnung von Kopplungskonstanten geeignet, zumindest ist 
starke Vorsicht zu empfehlen (vgl. ALEXANDER [62]) 
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3. Die Berechnung mit VB-Eigenfunktionen 


Als geeignetstes Verfahren erwies sich bisher die Verwendung von Molekiil- 
eigenfunktionen nach der Methode der Valenzstrukturen, abgekiirzt VB (valence 
bond) Kigenfunktionen zur Berechnung der Spinkopplungskonstanten. Derartige 
Rechnungen wurden von Karptus, ANDERSON, FARRAR und GutowsKy [31] 
KarRPLus und ANDERSON [30], KarPuus [28, 29), “GutowsKy, KaRPLus und 
GRANT [73] und ArmaRA-HiRorKE [2, 23] verdffentlicht. Man befaBt sich besonders 
mit der Kopplung nicht direkt gebundener Protonen in Kohlenwasserstoffen. 
Wie wir schon gesehen haben, geniigt dafiir, wie fiir Protonenkopplungen iiber- 
haupt, der Term 


1 2 /16xppzh\*? , 
pa a 
ee AE a 3 va < Fo 


a O(T, a) O (Ny H) Sy +S, | pe (47) 


Dabei ist jetzt Y% eine Linearkombination von unabhingigen kanonischen VB- 
Strukturen. 


(2n)! 
yo = Ws, = ® Ber ae 
Die y; haben die Form 
1 
Vi = ona: (—1)ER EE | aii 1)\P P 
-a(1)B(1)b(2)a (2)... 2n(2n)x(2n). (49) 


Dabei ist » die Anzahl der Bindungen. P stellt die (2n)! Permutationen der 
Elektronen zwischen den Eigenfunktionen und den damit verbundenen Spins dar, 
und F& stellt die 2” Vertauschungen von « und f fiir die aneinander gebundenen 
Paare dar, a und 6 sind orthonormale Atombahneigenfunktionen. Fiir kanonische 
Strukturen ermoéglicht das RumeR—PavuinGsche Schema [47, 22] eine schnelle 
Konstruktion des vollstaéndigen Systems der Singulettfunktionen und auch die 
Berechnung der Koeffizienten der Coutoms- und Austauschintegrale, die in den 
Matrixelementen zwischen Paaren dieser Funktionen auftreten. Wir formen (47) 
mit Hilfe der Drracschen Idenditat um 


PSy =4(1 +48, + Sy). cap 


PS, ist der Operator der Vertauschung der Spins der Elektronen k und &’. 
Wir setzen weiter (48) ein. 


Lome pas 


2 
ee 4 vit >) CjC, X 
Jun 4AE 3h Vou i 


3 
x C4 | 3 (ran) (rem) @Phy — 0 | wh, (51) 
Zur Berechnung von (51) ben6tigen wir die folgenden beiden Integraltypen: 
L= Yi | DS O(ren) 6 (Mew) | Ye» (52) 
NS kk’ 
I, = 5 | SO (Pex) OMe) Pew | we: (53) 
XO Re / 


L5* 


| | ; 
' 
4 
' , 


y 
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Wir vernachlassigen weiter die Beitrage zur Elektronendichte am Ort der Kerne- 
H oder H’, die nicht von Wellenfunktionen mit dem Zentrum bei H oder H’ her- 
rihren, Damit wird 


ie = s >! (— 1) Be RR’ - 
(a(1)B(1)b(2)o (2)... | O(%e x) 6 (Tyr) | a(1)B (1) b(2)a(2).--), (54) 
pate > (—1)#+" RR’. 
oe NR Te 


(a (1) B(1)b (2) (2)... | (Te) 0 (Mew) Pey | a(1)B(1)b(2)a(2)..-). (59) 


R wirkt auf die erste, R’ auf die zweite Wellenfunktion im Integral. k und k’ sind 
die Elektronen, die in der Wellenfunktion a(1)6(1)b(2)«(2)... mit den Kernen H 
und H’ verbunden sind. J, in (54) hat die Form eines CouLoms- Integrals, nur daB_ 
der Hamiltonoperator durch 6 (1%; 14) 6 (ry) ersetzt ist. Deshalb kénnen wir nach 
PavLinG [47] schreiben 


1 9 
=F ona) Diy (0) Dy (0). (56) | 


q, 
Dabei ist 7;, die Anzahl der Inseln im Uberlagerungsdiagramm der Strukturen 
j und J. Der Spinvertauschungsoperator P?, in J, hat dieselbe Wirkung auf die 
Spinorthogonalitat des Integrals wie eine Elektronenpermutation P,,. Infolge- 
dessen hat J, die Form eines VB-Austauschintegrals und kann nach PAvLING ge- 
schrieben werden. 
_ fii(Puw) 


O(n —i1) 


I, = Diy (0) Pix (0). (57) 


Dabei ist f;,;(PHx’) der Austauschfaktor der Eigenfunktionen H und H’. Es ist 
fix (0) = — 4, fir (1, 3, 5,...) = 1, fp, (2, 4, 6,-..) = —2 und Pa: sind dievAne 
zahlen der Valenzstriche auf dem Wege von H nach H’ im Uberlagerungsbild der 
beiden Strukturen 7 und J. Mit (51), (56) und (57) bekommen wir schlieBlich 


1 Oe Menusk eee rl 
Joe = 7m gn (og) PHARM) Beye gag 1 + 2% Paw = 
3,017-10- , 1 
Whew Oy (0) Ow 0) 2 % sa—ay UL + 2 fj (Pu). (58) 


Diese Gleichung bildet die Grundlage zur Anwendung der Methode auf bestimmte 
Molekiile. Anhand dieser Gleichung ist zu sehen, da® die VB-Methode besonders 
gut zur Berechnung von Kopplungskonstanten geeignet ist. Wenn die Normal- 
struktur des Molekiils eine so gute N&herung darstellt, daB es erlaubt ist, alle 
anderen moglichen VB-Strukturen zu vernachlassigen, haben wir 


9,05 = 10-48 


AE (vy 2i(0) Pix (0) (59) 


J HH = 
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fiir direkt gebundene Protonen (H,-Molekiil) und fiir alle anderen Molekiile Null. 
Wenn man nichtverschwindende Kopplungskonstanten miBt, bedeutet dies also, 
daf in dem betrachteten Molekiil wichtige (zumindest fiir die Kopplungskonstante 
wichtige) Abweichungen von der Normalstruktur des Molekiils auftreten miissen, 
d. h., daB andere VB-Strukturen, bei denen die betreffenden Protonen direkt ge- 
bunden sind, mit zur Wellenfunktion beitragen. 

Auf die Gesamtenergie haben diese Beitriige anderer VB-Strukturen nur geringen 
Einflus. 

Um ein Problem zu lésen, sind also zwei Schritte nétig; der erste besteht darin, 
die Koeffizienten ¢c; der einzelnen VB-Strukturen in den Wellenfunktionen der 
Molekiile zu finden, d.h. die VB-Molekiileigenfunktionen aufzustellen. Das ist 
bei den organischen Substanzen, an denen wir interessiert sind, schon oft sehr 
schwierig. Der zweite Schritt besteht in der Berechnung von Jyy nach der 
Formel (58) und der Auswahl des richtigen 4 £. 

Wir behandeln als Beispiele Methan [30]. Wir beriicksichtigen 4 Wasserstoff- 
elektronen mit 1 s-Eigenfunktionen (bdfh) und 4 Kohlenstoffelektronen mit 
hybridisierten sp%-Eigenfunktionen (aceg), von denen jede auf ein Proton ge- 
richtet ist. Dieses Acht-Elektronensystem besitzt 14 kanonische Strukturen. 
Aus diesen 14 Strukturen lassen sich nach Eyrinc, Frost und TurKkevicr [9] 
Linearkombinationen bilden, die eine Basis fiir die irreduziblen Darstellungen 
der tetraedrischen Punktgruppe des Molekiils bilden. Der Grundzustand mit 
der Symmetrie A, besteht aus einer Linearkombination der drei Funktionen 
Wy, Yo und ys. (Das sind keine kanonischen Strukturen.) 


y, =ab-cd-ef-gh (60) 
Wo = ah-bg-cf-de+ad-be-eh-fg +af-be-ch-dg (61) 


wy, =ab-ch-dg-fe+af-be-cd:-hg+ah-bg-cd:-fe+ 
+ab-cd-eh-gf+ad-bc-ef:hg +ab-cf-de-hg (62 


y, ist die Normalstruktur des Methans, in der die Kohlenstoffunktionen an die 
benachbarten Wasserstoffunktionen gebunden sind. Zur Bestimmung der rela- 
tiven Beitrage von y,, y, und y, miissen wir eine kubische Saékulargleichung losen. 
Die vier verschiedenen darin enthaltenen Austauschintegrale bestimmten Kar- 
PLUS und ANDERSON [30] nach der Methode von Van VuEck [57, 58] und Vocr 
[59] wie folgt. 5 

Das Integral zwischen einer hybridisierten Kohlenstoffunktion und der benach- 
barten H-Funktion « = —3,80eV, zwischen zwei H-Funktionen p= =e Ve 
zwischen zwei O-Funktionen y = 1,01eV und zwischen einem Kohlenstoff- 
hybrid und einer nicht gebundenen H-Funktion 6 = 0,233 eV. Damit ergibt 
sich die Grundzustandsfunktion 


W, = 1,08y, + 0,001 y, — 0,028 ys. (63) 


Wenn die y; wieder mit Hilfe der kanonischen Strukturen ausgedriickt werden, 
kann man Gleichung (58) verwenden und erhalt 


pepe ao 
ge te 


—— Hz. (64) 
(eV) 
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7 


Mit dem Wert AE = 9eV [30] ergibt dies Jum = 12,5 Hz im Vergleich zum 


experimentellen Wert von 12,4 + 0,6 Hz; diese Ubereinstimmung ist besser als 
zu erwarten, da viele Fehlerquellen vorhanden sind, z. B. die Vernachlassigung 
der anderen Glieder von Jy’, die Wahl des 4#, Annahme der Orthogonalitat 
der Eigenfunktionen, Verwendung von ungestérten H,,-Funktionen usw. 

Man kann mit Hilfe dieser Methan-Wellenfunktion auch die Kopplungskonstante 
J3c0 4 berechnen, fiir diesen Zweck geniigt es jedoch, nur die Normalstruktur zu 
beriicksichtigen. Mit Hilfe der Formel (58), yu? durch yuyc» ersetzt, den Wert 
AE = 10 eV und 1 sH-Wellenfunktionen fiir Wasserstoff und C-Wellenfunktionen 


nach Morss, Youne und Havurwirz [4/] ergibt sich Jgoo4H = 131 Hz. Der | 


experimentelle Wert ist Jou H = 125 Hz [42]. 

Bei komplizierten Molekiilen wird die Jux-Berechnung auf dem bei CH, be- 
schrittenen Weg sehr beschwerlich, denn das Variationsverfahren zur Bestim- 
mung der c;, die in der Grundzustandswellenfunktion Y, auftreten, wird mit 


VergréBerung der Zahl der enthaltenen Elektronen und kanonischen Strukturen 


immer umfangreicher. Bei vielen Systemen braucht man bei der Rechnung 
jedoch nicht alle Elektronen und alle Strukturen zu beriicksichtigen, da nur wenige 
der moéglichen Strukturen wesentliche Beitrége zur Kopplungskonstante leisten 
[29]. Wir schreiben Y% in der Form 


Po = CoWo + 29s we, CeWr- (65) 
Mee 


>n 


Dabei ist yo die Normalstruktur des Molekiils. Die y; sind Strukturen mit einer — 
H—H’-Bindung und y, sind Strukturen ohne H—H’-Bindung. Da im allgemeinen — 


Co > cj, G gilt, brauchen wir nur die zwischen wp) und y; gemischten Terme zu be- 


riicksichtigen, da alle anderen entweder nichts beitragen oder vernachlassigbar 


klein sind. Wir vernachlassigen die Strukturen y, und von den y; diejenigen, die 


mehr als zwei oder drei unterbrochene Bindungen haben. Weiterhin lassen wir — 


alle Elektronen und Higenfunktionen weg, die in allen von uns ausgelesenen 
Strukturen in denselben Bindungen auftreten. Mit anderen Worten kénnen wir 
eine groBe Gruppe von Molekiilen einfach als Sechselelektronenproblem behandeln. 


aN oe 


Die Oy; und C,; sind hybridisierte C-Eigenfunktionen, A und B sind Wasserstoff- 
eigenfunktionen oder auch Fluor-sp-Hybrids, wenn wir J3r~ oder J3yq berechnen. 
Fiir dieses System gibt es fiinf kanonische Strukturen, die Normalstruktur 


Tie WATER NoMa Ebates <p (67) 
zwei Strukturen mit A B-Bindungen 
=A — BO, CoC, Coa, (68) 
¥2 = A BNC Con Cor Coe (69) 
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und die beiden nicht unbedingt zu beriicksichtigenden Strukturen 
Ys = A — Cyo- Cai — Ong: Cp, — B, (70) 
Y= A — Cai Cag — B+ Oy, — Ope. (71) 


Karp us [29] erhielt mit dieser Methode fiir Athan und Athylen fiir verschiedene 
Winkel ® zwischen den AC, 0, und BO, OC, Ebenen folgende Ergebnisse: 


D 0° 30° 60° 90° 1207) 1502 1802 
Athan 32 6,0 7 — 0,28 29 6,9 9,2 Hz theor. 
2—4 o—8 Y Hzexp. [33] 
Athylen Gut 11,9 Hz theor. 
6—11 14—18 Hz exp. [3] 


Weiterhin wurden noch Jsrr und J3raH Kopplungskonstanten von Fluordathylen 
in ebenfalls guter Ubereinstimmung mit den experimentellen Werten berechnet. 
Durch diese Berechnungen kann offensichtlich die Gré8e der Kopplungskon- 
stanten fiir bestimmte Molekiilklassen richtig abgeschatzt werden, die feinen 
Unterschiede, die jedoch von Molekiil zu Molekiil auftreten, werden damit nicht 
erfaBt. 

GutTowsky, KarpLus und Grant [13] berechneten mit Hilfe der VB-Kigen- 
funktionen die Winkelabhangigkeit der CH,-Protonenkopplungskonstanten. Das 

Molekiil XYCH, wird als Vierelektronenproblem behandelt. 


SE: 


2 


Fiir dieses System gibt es zwei linear unabhangige VB-Strukturen. 
y, = 0, — H,- C, — Ay, (73) 
Y. = C, — C,- A, — Ay. (74) 


Die hybridisierten Kohlenstoffeigenfunktionen werden in folgender Form an- 
genommen: 

1 
(1 — cos 0)‘: 


spo(k) ist eine 2po-Higenfunktion in der Richtung der CH,-Bindung. Die Be- 
a der Koeffizienten von ¥%, erfolgt auf die iibliche Art und Weise. Durch 
die Verwendung der Gleichung (75) kénnen die Austauschintegrale als Funktionen 
des Winkels @ berechnet werden. Durch Lésung der Sakulargleichung ergeben 
sich die Energien des Grundzustandes und der angeregten Triplettzustande in 
Abhangigkeit vom Winkel 0. Daraus laBt sich 4 # (Q) als Mittelwert des Energie- 
abstandes der drei Triplettzustande vom Grundzustand berechnen, SchlieBlich 
ergeben sich auch die Koeffizienten ¢, und ¢, fiir die Singulettgrundzustands- 


C= [Copo(k) + i(cos O) Cy] k= 1,2. (75) 
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funktion Y, als Funktion von @ und mit Gleichung (58) Jsuw (Q). Im Bild 1 , 


vergleichen wir die berechneten Juy (@)-Werte mit einigen experimentellen 
Kopplungskonstanten. Die gute Ubereinstimmung der Theorie mit dem Experi- 
ment ist iiberraschend, da fiir die Berechnung ja keinerlei empirische GroBen zu 
Hilfe genommen wurden. Wenn man beriicksichtigt, da die Mikrowellen- 


30 


25 


bestimmungen von H-Valenz- 
winkeln meist auch 2° Fehler 
aufweisen, scheint es médglich, 
diese Beziehung zur Bestimmung 


von HCH-Valenzwinkeln ausden ~ 


Kopplungskonstanten zu verwen- 
den. 

Auf die Theorie von HIROIKE 
[23], die ohne die Vernachlassi- 
gungen der obigen Theorie auf- 


70 gestellt wurde, kénnen wir nicht 
eingehen. HrrorkE erhielt fiir die 
5 O Kopplungskonstante Jguw (Me- — 


than) mit 12,1 Hz ebenfalls gute 
Ubereinstimmung mit dem Ex- 
0 periment. 
5 Die bisher angefiihrten Rech- 
DF nungen beziehen sich auf den 
100° 710° 120 ; 130° Anteil von Jz, der durch das 
H Gait Winkel o-Geriist des Molekiils vermittelt 
Bd 1 Taree do diecrehahen, a commie wird. Tn amgessitigon Kollens 
Winkels. Die Kurve gibt die berechneten Werte an; wasserstoffen treten aber auch 
die Punkte entsprechen experimentellen Werten, die H—H’-Kopplungskonstanten 
Kreise zeigen an, daB die entsprechenden Kopplungs- ss ‘ : 
konstanten mit Hilfe isotopensubstituierter Verbin- | Uber drei oder vier Kohlenstoff- 
dungen gemessen wurde, fiir die der Winkel © bekannt atome (Systeme HCCCH’ oder 
bet HCCCCH’) mit Gré8en von 
1,3—7 Hz auf. Diese Kopplungs- 
konstanten kénnen durch die oben behandelten co Elektronenbeitrage nicht er- 
klart werden, da die J3 yy (c)-Kopplungskonstanten durch jede weitere Bindung 
um einen Faktor von ungefahr 1/10 verkleinert werden. Karpius [70, 73] zeigte, 
daB diese Kopplungskonstanten durch die z-Elektronenbeitrage zur Kopplungs- 
konstanten erklart werden kénnen. 
In der nachstehenden Tabelle sind die von ihm errechneten Werte der z-Beitrage 
zur Protonenkopplungskonstante mit den experimentellen Werten verglichen. 


Bindung | ee, Jun (exp.) [Hz] 
er ea aaa a ae a 
H—C = C—H +15 5—11 (cis), 10—18 (trans) 
ie Cr Oa +4.6 9,1 
H—C = C—C—H Say —1,4 bis —1,8 
iO SCS ak — 3,7 — 2,1 bis — 2,9 
jl) == (0) (08h — 6,7 6,1 bis 7,0 unbekanntes Vorzeichen 
H—C—C = C—C—H + 2,0 1,2 bis 1,5 unbekanntes Vorzeichen 
H=C¢—C=¢=6— Hi +2,9 2,9 unbekanntes Vorzeichen 
Hi=C= C= C= C= 758: Sal 2 eee 


! 
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C. Die Variationsberechnung der Kernspinkopplungskonstanten 


1. Die Berechnung der HD-Kopplungskonstanten des HD-Molekiils 
mit Hilfe des Rirzschen Variationsverfahrens 


IsuicuRo [26] berechnete die HD-Kopplungskonstante des HD-Molekiils mit 
Hilfe eines Rirzschen Variationsverfahrens. Die Berechnung verlauft analog der 
Variationsberechnung der magnetischen Abschirmkonstanten fiir das H,-Molekiil 
von IsHieuRo und Korps [157]. Der Hamiltonoperator (2) fiir das HD-Molekiil 
wird folgendermafen geschrieben: 


H = H+ yeH + ypH? + yp HO® + yh HP? + yyy, (76) 


H® beschreibt die Bahnbewegung der beiden Elektronen im Feld der beiden 
Kerne. 


HS — HR AE + Ae, (77) 
wobei 
Pee ey eee v4), (78) 
eect ra 
“ 3(S;-rjn)\Un-rjn)  S;- Ta 
Higa i] ) 7 we 79 
He = OTHE S 6 (yn) 8; «Tn. (80) 
7 
Weiterhin ist ; 
HD SHEER HED, (81) 
wobei F <; 
i ee ee eee (82) 
HD a 2 4g > 
foes mc? 2 reHTFD 
, 3([n-Rup) (Ip: Rup) In: Id 
HED piles oad) (83) 
ean Rip Rip 
SchlieBlich haben wir 
uw oo: Sy: fn = vi) (84) 
inc rH 


{> 7PD erhalt man analog. Spt 
Rees cblom des Fear iore Opaetols (76) wird mit Hilfe der Ras 
schen Variationsmethode gelést, indem die yx und yp enthaltenden Terme als im 
Vergleich zu H® kleine Stérungen behandelt werden. Die Storglieder a0 eas 
Ton-Operators hingen von den Elektronen—Orts- und Spinkoordina pe 5 = 
miissen daher die Wellenfunktionen der Singulett- und Triplettzustan : eriick- 
sichtigt werden. I, und Fp miissen als Vektoroperatoren aufgefaBt werden. 
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Die Grundzustandswellenfunktion des ungestérten Molekiils schreiben wir - 
Yo = pak ci D; Oy. (85) 


Die ®, sind linear unabhangige Funktionen der Ortskoordinaten der beiden 
Elektronen mit der Symmetrie 1X¢ und @, ist die Singulett—Spin- genta ig 
Das System der beiden Rernecin habe die Eigenfunktion y,(/ = 0,1, ...). Da- 
mit schreiben wir den Ansatz fiir die vollstandige Eigenfunktion 


Y= 31649; Oo x9 + yu 2 tei Pe Oxy + yD 2) ui Pk Onn: (86) 


Dabei sind g, und 0, Orts- und Spinfunktion beider Elektronen mit anderen 
Symmetriecharakteren als1Qj. ¢;, a,, und 6,, sind die Koeffizienten, die durch Gas 
Variationsverfahren bestimmt werden miissen. AuBerdem setzt man an 


c= + ye + phe + pape (87) 


Die Gleichungen zur Bestimmung der Koeffizienten a,, und b,,; ergeben sich 


py (Hiner — BE, Spier) wv = — SHE, ich, (88) 
v 
rae (Hinwr — Eo Servv) bev = — > AP, ic - | (89) 
; v 
Dabei ist 
Ey = Dic? Hix. (90) 


Die Hf,,, HP... Wher, Hiv und S;,;, xy sind die Matrixelemente von H#, HP, Ho 
und 1 beziiglich der Funktionen 9, 0,41, ve Ov xv, Bi OX und Dy Oy yo. Wir 
fiihren das fest mit den Molekiil verbundene Koordinatensystem é, 7, € ein und 
schreiben 


HED) Te Ee i orate te), (91) 


Ebenso wird H? geschrieben. Iq, sind die Komponenten von Ig, und die H#« 
enthalten keine Kernspinoperatoren mehr. Weiter setzen wir 


aes = DK |LHal Xo) Ma, (92) 
Dit WEGe [Ld al X0) Pra: (93) 

Damit vereinfachen sich (88) und (89) zu 
SL ee ES x) ava = — 2 Hei ef Ci» (94) 


> (Hw — Ey\Spv) bya = — 2 Hes of c. (95) 


/ 
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Der Index / ist weggelassen, da die Kernspins i i 
: pins in (94) und (95) nicht meh - 
kommen. Der Erwartungswert der Energie ergibt sich aati a sich eto 


ae! HH , st 
E=E,+ yu [> ete? Aye + 2 \ Xo | Inalu, | 0» On| + 


+73 [> oho} Hig + py <0 | La Lo, | X oi | + (96) 
+ YHYD [Scie He? + 2 x0 | Talp, | L0.> up| sah te 
Dabei ist 
Onn = LOH ie Aes, (97) 
Ae Lee ee StH A, (98) 
und 
HED — S'Tetalng HBP? (99) 
Damit ergibt sich schlieBlich | 
Jap = DIS eter Hy?" + bik. (100) 


IsHiGuRo verwendet als y, scine Wellenfunktion [J 55], als zusatzliche Funktionen 
verwendet er 25 Funktionen der Symmetriecharaktere 1X3, 1X2, M1,g, Uh, 


Pg, “in, “lg, 2TH, *Ag und *Ay. Zur Berechnung, der H*® und HP werden die 
Singulettfunktion gebraucht, fiir HE und H?P die Triplettfunktion, fiir H® und 
HP werden nur #2; und 3D; benétigt. Der hauptsachlichsten Term J3yp berech- 
nete er auBerdem mit Hilfe der 11-termigen Wellenfunktion nach James und 
CooLipGE [27] als Y%. Die Ergebnisse wurden dann noch iiber den 0-ten Schwin- 
gungszustand des Molekiils gemittelt. Die Ergebnisse sind in Tabelle 2 angefiihrt. 


Tabelle 2. 
Ergebnisse der Jpp-Variationsberechnung nach IsHteuRo [26] 


J3HD JsHD | J pHD J qgHD Jup J ep (exp.) 


Mit y) nach IsHiguRO 
36,837 | 0,202 | 0,3538 | —0,2544 | 37,188 | 42,74 0,7 Hz 


Mit y, nach James und CooLipGE 


34,916 | | 35,217 Hy 


Jsup ergibt sich als die Differenz zweier groBer Terme. Daran kann es liegen, daB 
das Ergebnis mit Hilfe der 7-termigen Funktion nach Isnrauro besser ist als das 
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mit Hilfe der Funktion von JamEs und Cootrpes. Wahrscheinlich heben sich die 
Fehler der beiden groSen Terme bei der ersten Rechnung besser gegenseitig weg 
als bei der zweiten. Das Ergebnis kann durch die Verwendung von mehr und 
besseren zusatzlichen Funktionen sicher weiter verbessert werden. Fiir andere 
Molekiile wird diese Art der Berechnung zu kompliziert. 


2. Andere Variationsansatze 


STEPHEN [56] schlug eine weitere Variationsmethode zur Berechnung der Kopp- 
lungskonstanten vor. Er verwendet als Variationsfunktion 


Y = Yo (1 + lysis? aie Tyeef®), (101) 


wobei f&? und f& unbekannte Funktionen sind, zur Berechnung der von H, her- 
riihrenden Terme und die Funktion 


y = Yo [Bs + De (LyaP&? + Lyre PS), (102) 


wobei ©, und @; die Singulett- und Triplett-Spin-Eigenfunktionen und PW) 


und PW” die unbekannten Funktionen sind, zur Berechnung der von H 2 und H. : 
herriihrenden Terme. Numerisch berechnete er die Kopplungskonstante des 
HD-Molekiils mit y) als VB-Funktion zu 49,14 Hz und als LCAO-Funktion zu 
49,57 Hz. Fir andere Molekiile ergeben seine Formeln gegeniiber dem stérungs- 
theoretischen Verfahren keine Vorteile. 


D. Der Zusammenhang der Kopplungskonstanten mit der Anisotropie 
der Abschirmkecnstanten 


Schon Mc ConnELt [36] hatte festgestellt, daB die Terme der indirekten Kernspin- 
kopplung, die durch die Elektronenbahnbewegung hervorgerufen werden, ins- 
besondere J,nn’ bei schwereren Kernen wichtige Beitrage zu Jyy liefern kénnen. 
Porte [48] zeigte, daB man eine angenaherte Beziehung zwischen den Elektronen- 
bahnanteilen der Kernspinkopplung und der Anisotropie der magnetischen Ab- 
schirmkonstante aufstellen kann, und zwar, je gréBer die Anisotropie, desto 
gréfer werden auch diese Terme der Spinkopplungskonstanten. Diese Beziehung 
hat folgende Form: 


ib al , 
J Bahn aaa 3 % ENS) h? ‘ [A ee) (1 — 3 cos2 QD) A 
+ Ao (1 == 3'cos* O7)) Seta > ph oe (lee ene Ot. (103) 
Dabei ist 
Ad = oy — 0) (104) 


die Anisotropie von 6. 0 und O® sind die Winkel zwischen der Verbindungs- 
linie der beiden Kerne und den Hauptachsen der jeweiligen Abschirmtensoren. 
OQ; ist der Winkel, den die Vektoren von 7 aus nach Kern 1 und 2 einschlieBen. Da 
die in (103) vorkommenden Gr6Ben alle entweder theoretisch oder experimentell 
bestimmbar sind, kann Jpany mit Hilfe der Formel (103) berechnet werden. Der 


—, 
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dritte Term von (103) trigt im giinstigsten Falle (¥¢ = — 10-9) pay 
= 2,68 - 104 (Protonen), RY? = R® — 10-8 em, O; = 180°) 4,8 Hz zu Jxann bei, 
kann also allgemein vernachlissigt werden. Aus (103) zeigt sich wieder, daB die 
Bahnbeitrage zu Protonenkopplungen kleiner sind als bei anderen Kernen, da die 
Abschirmkonstanten bei Protonen keine so groBe Anisotropie haben wie bei 
anderen Kernen. Gurowsky und WorssNER [19] bestimmten 46 fiir Fluor- 
verbindungen experimentell. Es wurde gezeigt, daB die Anisotropie 46 = 10-3 fiir 
F in H—F und C—F gesetzt werden kann. Damit ergeben sich Jip(gann) und 
J¥r (Bahn) Werte von —0,9 bis 6,9 Hz, wenn die Kerne durch mehrere Bindungen 
getrennt sind und 75 Hz fiir HF. Der Vergleich mit den experimentellen Werten 


zeigt, da die Bahnanteile der Kopplungen keineswegs vernachlassigt werden 
diirfen. 


Ich danke Herrn Professor Dr. A. Léscuz fiir die standige Unterstiitzung bei der Anfertigung 
dieser Arbeit. 
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A. Einleitung 


In diesem Abschnitt besprechen wir die Methoden der Berechnung der Spektren 
aus den chemischen Verschiebungen und Kopplungskonstanten der Kerne in den 
Molekiilen bzw. zur Analyse der experimentell aufgenommenen Spektren. Die uns 
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interessierenden chemischen Verschiebungen und Kopplungskonstanten sind 
nicht unmittelbar meBbar, sondern hangen manchmal in ziemlich komplizierter 
Weise von den Spektren ab. Das Aussehen und die Kompliziertheit der Spektren 
hangt einerseits von der Anzahl der dazu beitragenden nicht&équivalenten Kerne 
im Molekiil und andererseits von dem Verhaltnis der GroBen der chemischen Ver- 
schiebungen und Kopplungskonstanten ab. Sind nur wenige Kerne beteiligt und 
ist die chemische Verschiebung wesentlich gréBer als die Kopplungskonstante, 
dann ist die Form des Spektrums leicht zu iiberblicken und die Berechnung kann 
einfach mit Hilfe der Stérungstheorie erfolgen. Wenn die Kopplungskonstanten 
jedoch in die GréBenordnungen der chemischen Verschiebungen kommen oder _ 
groBer werden, werden die Spektren komplizierter und kénnen nur noch durch die 
exakte Lésung des quantenmechanischen Problems berechnet werden. Bei 
symmetrischen Molekiilen kann diese Berechnung durch Verwendung gruppen- 
theoretischer Hilfsmittel vereinfacht werden. Wenn dies nicht der Fall ist, sind 
oftmals keine analytischen Ausdriicke fiir die Energieeigenwerte mehr herleitbar, 
weil die Ordnungen der Saékulargleichungen zu hoch werden. Es kann dann nur 
noch sukzessive numerisch versucht werden, die Konstanten, die das Spektrum 
erklaren, zu finden. In solchen Fallen kann manchmal die Momentenmethode die 
Zuordnung der Spektren erleichtern. 


B. Der Hamiltonoperator 


Der Hamiltonoperator, mit dessen Hilfe alle auftretenden Spektren erklart 
werden kénnen, hat, wie schon Hann und Maxwett [32, II 21] und auch Guv- 
Towsky, Mo Catt und Suicuter [II 17] feststellten, folgende auBerordentlich 
einfache Gestalt: 


H’ = — #13 ontns +49, 3 2ndustn- Is). (1) 
R R S+=R 


Dabei ist 
Or=yYrHr, Hre=H,—AHp, AHp= dp Hp. (2) 


Experimentell meBbar sind nicht die dz, die Abschirmkonstanten, sondern nur 
deren Differenzen 


6 = 6g — Obs = 


Ms — OR H; — Hp 
OR - eit Ae) 
R 

die chemischen Verschiebungen der Kerne R und S. Wir lassen der Einfachheit 


halber aus dem Hamiltonoperator (1) noch h weg und messen im folgenden Energien 
durchweg im Frequenzmafstab. Es wird damit 


H=— [rete +4 > D> Jrsik: Ts}. (4) 
R R S+R 


Dieser Hamiltonoperator lat sich in den meisten Fallen noch vereinfachen. 
Oftmals sind in einem Molekiil mehrere dquivalente Kerne enthalten, die sich 1. an 
strukturell gleichartigen Orten im Molekiil befinden, 2. die gleichen Abschirm- 
konstanten haben und 3. dieselben Kopplungskonstanten mit allen anderen 
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magnetischen Kernen des Molekiils haben. Im allgemeinen nimmt man die 
Bedingung 3 nicht mit zur Kennzeichnung aquivalenter Kerne, dadurch entsteht 
aber nur unnoétige Verwirrung. Als Beispiel betrachten wir das Molekiil Brel, 
Bild 1. Aus der Symmetrie sieht man, da® die 4 ¥y-Kerne dieselbe Abschirm- 
konstante und dieselben Kopplungskonstanten zu F 4 haben miissen. F, stellt eine 
und die vier F', eine andere Gruppe iiquivalenter Kerne im Sinne der obigen 
Definition dar. Das Molekiil PF, (pyramidenférmig) ist ein anderes derartiges 
Beispiel. Bezeichnen die Indices A, B,... 
jeweils Gruppen aquivalenter Kerne, wird 
(4) zu 


ie, [am Fat to a Jan Ba Pol 


4 B+A 
(5) 


Fy = Sj. (6) 
2 


In (5) sind die Terme mit den gegensei- 
tigen Kopplungen der Kerne einer aqui- 
valenten Gruppe, also die —J4i;I4; + Ly; 
weggelassen worden, denn diese Terme 
beeinflussen zwar die Energieterme des 
Spinsystems, nicht aber die allein be- 
obachtbaren Ubergangsfrequenzen. 

Diese Tatsache kann wie folgt bewiesen 
werden: 

Wir betrachten eine Probe mit zwei Gruppen aquivalenter Kerne A und B. Die 
Probe befindet sich innerhalb einer Hochfrequenzspule, deren Achse in x-Richtung 
senkrecht zum H,-Feld verlauft. Es wird die Komponente der gesamten Kern- 
magnetisierung langs der Spulenachse gemessen, dies entspricht dem Erwartungs- 
wert (py |M,,| y) des Operators M, 


Bild 1. Modell von BrF; 


M, =yahFag t+ yah FP zz. (7) 


Da (y |M,| y) zeitverinderlich ist, induziert es eine Spannung in der Spule. Die 
zeitabhangige Schrédingergleichung fiir das System lautet: 


hoV s s 
——— =(A,+ A)» (8) 
1 Ot 
mit 
A, = —h fea Fe + pF 3, + Japk ys: Fs + 
eee 
= meee ot Ba, + ae AE sin ot Fa, (9) 
und P 
Jag mF SS Tae Tat Tay — 2 Sour Bas Tar: (10) 
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Die Terme mit H,, und H,, riihren vom Wechselfeld mit der Frequenz o her. : 
Wir zeigen, daB (y | M,| y) nicht durch H, beeinfluBt wird. Wir fiihren die Trans- — 
formation durch 


@ = yexp i) (11) 


Fir @ gilt, da H, nicht explizit von der Zeit abhangt 


; h O@ 7 
Lr ee OR 12 
a 1 Ot (12 
mit 
Z PHAN Hat 
H’ = exp (' = Ji, exp lL : s (13) 


HOS a (14) 


® entwickelt sich also zeitlich so, als sei H , nicht vorhanden, und stellt damit die 
Lésung des vereinfachten Systems ohne Wechselwirkungen zwischen den Kern- 
spins dquivalenter Gruppen dar. Wir driicken die beobachtbare GroBe (y|M,| y) 
mit Hilfe der ® aus und erhalten 


i iH, 
(y | Mel y) = Coxp f: 4 ® | M,| exp (- ; ) »> = 


o> = (18) 


A 


. os ET 
exp es M, exp te : = 


Je 
es @ 
% 


= (0 | Ma), 


da H, und M, vertauschbar sind. Damit ist die Unabhangigkeit des Spektrums 
von H, bewiesen, unabhangig davon, wie groB H, ist. 


C. Die stérungstheoretische Berechnung der Spektren - 


1. Einfache Regeln fiir die Multiplettaufspaltung 


Um den Typ eines Spinsystems, von dem das Spektrum berechnet werden soll, 
zu kennzeichnen, verwendet man folgende Abkiirzungen: A” hei®t eine Gruppe 
mit m aquivalenten Kernen. A” B” heiBt zwei Spingruppen, deren gegenseitige 
Kopplungskonstante in derselben Gré8enordnung ist wie die chemische Ver- 
schiebung zwischen ihnen (benachbarte Buchstaben). A” X? hei®t zwei Spin- 
gruppen, deren chemische Verschiebung gro8 gegen die Kopplungskonstante ist. 
Zum Beispiel gehéren Kerne verschiedener Elemente immer zu diesem Typ. 
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Zum Beispiel PF; = A X*. Kerne derselben Sorte, mit gleichen Abschirm- 
konstanten, die aber verschiedene Kopplungskonstanten mit anderen Kernen im 
Molekiil haben kénnen, bezeichnen wir z. B. fiir H,C = CF, abweichend vom 
allgemeinen Gebrauch, der hier auch 42X2 

setzt, mit AA’X X’. Der Nutzen dieser CHs 
Kennzeichnung liegt darin, daB sich die 

Spektren verschiedener Molekiile  des- 

selben Typs sehr ahneln und auch die CH 

Formeln fiir die Berechnung gleich sind. ie 

Der einfachste Fall eines Spektrums liegt OH 

vor, wenn wir ein Spinsystem haben, in 

dem keine Kopplungskonstanten zu_be- 

riicksichtigen sind. Dies tritt z. B. immer 


beim Fall A” P”™ X? ..., einer willkiirlichen ~—» Hf 

Anzahl von Gruppen auf, die zu derselben Bild 2. Wenig aufgeléstes Protonenresonanzspek- 
¢ Ba trum von Athylalkohol [8] 

oder zu verschiedenen Kernsorten gehéren 


kénnen, wenn das Auflésungsvermégen 

nicht gro& genug ist, um die durch die Spinkopplung hervorgerufenen 
Linienaufspaltungen aufzulésen oder auch, wenn keine Spinkopplung auftritt. 
Kin Beispiel dafiir ist das mit geringer Auflosung aufgenommene Spektrum von 
C,H;OH, Bild 2. Die drei Linien sind den CH;, CH, und OH-Protonen zuzu- 
ordnen. Die Intensitaét der Linien ist einfach ein Ma8 fiir die Anzahl der Spins in 
den betreffenden Gruppen. Wir haben 


H=—> Fria, (16) 
4 
E(m4, mg, Mc) = — Svama, (17) 
A 
Yaa Asme Bam UG (18) 


Dabei gelten die Auswahlregeln 


AF, == ADF = — AN dean 


+1 0 0 
Am, = 0 Amz = +1, Ania =.0. (19) 
0 0 +1 


Im Fall A” P” X? geniigt zur Berechnung der Energieniveaus im allgemeinen die 
‘Stérungsrechnung. Gurowsky, McCann und SLIcHTER [11 17] fiihrten eine 
Stérungsrechnung bis zur ersten Ordnung in den Energieniveaus durch. ANDERSON 
pl veroffentlichte eine Berechnung der Energieniveaus bis zur dritten Ordnung 
und der Eigenfunktionen erster Ordnung. 
Wir fithren J4. = I4, + iI4, ein und schreiben den Hamiltonoperator (5) wie 
folet: 


R+S 


H a |= Vrlin = 4 2 Ins(Urzls:z =f Ta Is-))- (20) 


i ur Ip. in der Darstellung, in der 
Unter Verwendung der Matrixelemente fiir Ip, und Lp + ; g 
Tr und Jp, diagonal mit den Eigenwerten Ip (Ip + 1) und mg sind [27], erhalten 


16* 
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wir folgende Matrixelemente des Hamiltonoperators (20) 
<mp, Ms, ++. |H | MR, Ms, + - > = — 2'7R mR — bens MR Ms (21) 


und ‘ 
Coctg My Dias’ « ox | Sng Leg 


= —4Jrs [Ue — me + 1) (Ze + mr) Ls — ms) Ls + ms + 1)]". (22) ¥ 


Alle anderen Matrixelemente sind Null. : 
Wir gehen von (16) als dem ungestérten Hamiltonoperator H, mit der Energie H° 
(17) aus und nehmen an, daB der Spinkopplungsterm 


A, =—4 >) dD Irs Unels, + InsIs-] (23) 
R SER 


eine kleine Stérung ist. Dann kommen als Korrektur erster Ordnung zu den 
Energieniveaus die diagonalen Matrixelemente von H, in Frage 


E™ (mp, ™Ms,.-.- .) = — 4 ) yi Jrs MR Ms. (24) 
R S+R 


Daraus erhalt man mit den Auswahlregeln (19) die Linien 
v=%+ » Insms. (25) 
SER 


Die infolge der Bedingung 6g; >Jprs weit voneinander entfernt liegenden 
Linienspektren der einzelnen Gruppen bestehen aus je einem Multiplett. Die 


edt 


Bild 3. H-Resonanz von Acetaldehyd bei 25 HMz, Triib-Tauber-Spektrometer 


Anzahl der Linien hangt von der Anzahl der verschiedenen Einstellméglichkeiten 

der Spins der anderen in der Probe enthaltenen Gruppen ab. Bei zwei Gruppen A — 
und B gibt es also in der Gruppe A 2ngJz + 1 und in der Gruppe B 2n,I, +1 
Linien mit dem Abstand J4,. Nach Gurowsky, McCann und SticuTER (Zl 17% 
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verhalten sich die Intensititen dieser Linien entsprechend der Anzahl der Ein- 
stellméglichkeiten der Spins in der anderen Gruppe in den einzelnen Zustanden 
wie (, oe 4 fiir Gruppe A und (, be 1) fiir Gruppe B. In Bild 3 ist das H-Spek- 


trum von Acetaldehyd gezeigt. Die Gruppe A besteht aus den CH,-Protonen, die 
andere B besteht aus dem CHO-Proton. A besteht aus zwei Linien (2-4/, + 1) 


Bild 4, P!-Resonanz von P(OCH;)3. Das Multiplett entsteht infolge der Kopplung des P mit den 9 aquivalenten 
Protonen der Methylgruppen. Die Zahlen geben die Intensitaten der einzelnen Linien an. Die theoretischen 
Intensitaten sind 1, 9, 36, 84, 126, 126, 84, 36, 9, 1 [77] 


und B aus vier Linien (2 - 3/, + 1). Die Linienaufspaltungen der Gruppe A und B 
sind identisch und gleich J4,. Die Gesamtintensitaten der beiden Liniengruppen 
sind der Anzahl der Spins in den Gruppen proportional und die Intensitaéten der 
Linien in einem Multiplett gehorchen den obigen Regeln. Das P*!-Spektrum 
von P(OCH,), in Bild 4 ist ein weiteres Beispiel. Entsprechend der 10 Einstell- 
moglichkeiten des Spins J = 4,5 der Gruppe der 9 aquivalenten Protonen ist 
die Resonanz in 10 Linien aufgespalten. 


2. Naherungen héherer Ordnung 


Die Stérungstheorie zweiter Ordnung liefert folgenden Korrekturterm zur Energie — 


LAD Kaas 


; 7 
E® oe eS : : 26 
(2) Fam E (1) — fo (j) ( ) 
Dabei soll mit 7, 7 je ein System von Quantenzahlen J,, Ig..., m4, mg,... des 


ungestérten Systems bezeichnet werden. Mit Hilfe der Matrixelemente (22) 
erhalten wir 


EO (m,, Mz; -..) = > 


< [mp (Ty + Is — mis) — ms(In + In — me)] (27) 
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und die Ubergangsfrequenzen fiir Ubergainge zwischen den Termen E (m4, mg, ..-) 
und H(m4 — 1, mp, ...) bis zur zweiten Ordnung 


1 Jip 
V0 ty SAR MR Rett a 
R+A 


R+A YA — YR 


x UrUr + 1) — ma(me + 1) + 2m, mp). (28) 


Wenn man das Spektrum mit dieser Genauigkeit auflésen kann, entstehen also — 
wesentlich mehr Linien. Es wird die Entartung der Ip-Werte bei Ubergangen der 
Gruppe A aufgehoben, d. h. jede Linie spaltet noch je nach der Anzahl der ver- 
schiedenen méglichen Ip-Werte auf. Die m4-Entartung wird ebenfalls aufgehoben, 
wenn mz = 0. Es entstehen Linienaufspaltungen je nach der Anzahl der ver- 
schiedenen méglichen m, des betreffenden Ubergangs. Wenn nun noch Ab- 
weichungen des berechneten Spektrums vom experimentellen auftreten, kann 
man auch noch die Korrektur dritter Ordnung beriicksichtigen. 


ie GALI) UG Hal) — BP 8) (e | Hi 4) 
LAE, E® (i) — B® (3) a E® (3) SRO (k) 


Ona) (a=) 


(29) 


Wenn wir die Werte der Matrixelemente éinsetzen, erhalten wir: 


E® (m4, mp, --. 


JnsF(R) fi 
= RsE( Me E F(S) + ms(1 — ms + me) ie 


R S+R 2(¥R — Vs) 
JrsJne Mp 


spe a LF (S) mz — F(R) ms] + (30) 


R SER T£R,s 2 (YR — Vs) 


ee ise JrsJsrJ or F(T) mams 


<RTERS 2(%s — Vr) (vr — VR) 


3 


DQ 


F(R) = (Ig — mp) (Le + me + 1). 


Die Wellenfunktion erster Ordnung erhalten wir mit Hilfe folgender Formel: 


ri) <u 4 PCO GAD 


—. O Wo ° 
Jt ES ES; 


(31) 


Dabei ist w(i) die Spineigenfunktion des ungestérten Systems. Setzen wir die 
Matrixelemente ein, erhalten wir 


O(Ms, Dp, .s ) = Mg, Mey te) = 


x {@(mz) G(mg-- 1) w(..., mz — 1, mg — 1), ...) — 


— G(mpz + 1) Gms) u(..., me + 1, ms — 1, ...)}, (32) 


G (mp) = [(In — mp + 1)(Ip + mp)]'. 
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Der zeitabhingige Stéroperator H(H,) infolee des hoch 
y-Richtung lautet (2) infolge des hochfrequenten H,-Feldes in 


: H 
TUE i cos (27704t) S (Ins + In-). (33) 
R 


Resonanz tritt ein, wenn die Frequenz », des HF-F i i 

7 1 -Feldes die Bedingung +. » 
= E(t) — E(j) erfiillt. Unter den Bedingungen der hochauflésenden get 
resonanz kann man das von Buocu [13] erhaltene Resultat verwenden, daB die 


ee es 
ae ea eh 

Be Ai A DOR 
faa ee | 


Freqguenzmahstab 
1 | 
0 10 20 
res a es 
CH, CH, OH 


Bild 5. Hochaufgeléste Protonenresonanzspektren der CH;-, CH,- und OH-Gruppen von Athylalkohol [8], a) mit 
Wasser verunreinigt, b) wasserfrei 


integrierte Intensitat jeder Resonanzlinie dem absoluten Quadrat des entspre- 
chenden Matrixelementes von J, = > Ig; oder I. = >’ Ip- proportional ist. Die 
R R 


Berechnung der maximalen’ Linienhdhe ist wesentlich schwieriger, da dazu die 
Kenntnis der Linienbreiten notig ist. 

Dieses Matrixelement liefert auch die Auswahlregeln fiir Ubergainge zwischen den 
verschiedenen Energietermen. Erlaubt sind Ubergiinge zwischen Termen, zwischen 
denen ein nichtverschwindendes Matrixelement existiert. Die sich ergebenden 
Auswahlregeln sind schon in Gleichung (19) angegeben. 

Unter Verwendung der obigen Wellenfunktionen erster Ordnung erhielt ANDERSON 
5] die Intensitat fiir einen Ubergang zwischen den Zustanden mit den Energien 
E (m4, mz, ...) und H(m, — 1, mz, ...) proportional zu 


(L4 — mg + 1) (La + 4) f a, sane (34) 


R+A V4 — YR 
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Dabei ist allerdings zu beachten, da8 sehr oft an einer Linie mehrere Ubergainge 
beteiligt sind. Die Intensitaten dieser Ubergange miissen addiert werden, um die 
tatsachliche Linienintensitat zu erhalten. 

Als Beispiel fiir die Anwendung der Stérungsrechnung bis zur dritten Ordnung 
weisen wir auf die Behandlung des Spektrums von Athylalkohol (Bild 5) nach 
ARNOLD [8] hin. 


D. Die exakte Berechnung der Spektren 


1. Der Lésungsweg 


In komplizierteren Fallen, d.h. wenn die Kopplungskonstante in derselben 
GréBenordnung wie die chemische Verschiebung liegt, geniigt die stérungstheore- 
tische Behandlung nicht mehr zur Erklérung der Spektren. Wir miissen die 
Energieniveaus in diesem Fall durch die exakte Lésung der Sakulargleichung 
bestimmen. Wir bezeichnen mit y; und y;® die Eigenfunktionen von H baw. H, 
und mit H; bzw. H,® die entsprechenden Energieeigenwerte. Dabei werden die 
Spineigenfunktionen nullter Ordnung im allgemeinen als Spinproduktfunktionen 
der Art « (1)B (2)« (3) 8 (4) ++: = aBaf ... angesetzt. Durch die Loésung der Sakular- 
gleichung 

|Hinn — LOmn| = 0 (35) 


erhalten wir die exakten Energieeigenwerte HZ. Es ist dabei in (35) 
Hmm = (Win || yr): (36) 


Die exakten Eigenfunktionen y,, des vollstaéndigen Hamiltonoperators H zum 
Eigenwert E,, erhalten wir als Linearkombination aus den y,° 


Ym = 2) mn Pn: (37) 
n 


Die am, werden dabei als Lésung des folgenden Gleichungssystems bestimmt. 


Ds, LHen a OenLm| amn = 0. (38) 
n 


Die Intensitéten der Linien und die Auswahlregeln erhalten wir schlieBlich mit 
Hilfe der Eigenfunktionen y,, als proportional zam Ausdruck 


<P m |> Lay | Yn? (39) 


Damit ist das Problem der Berechnung des Spektrums allgemein gelést. Es ergeben 
sich aber bei der wirklichen Durchfiihrung dieser Rechnungen teilweise erhebliche 
Schwierigkeiten. Die Sikulargleichung (35) ist vom Grade 2?, wenn p die Anzahl 
der Kerne im Molekiil mit dem Spin 1/, ist. Eine exakte Berechnung der Energie- 
eigenwerte wird also schon bei Systemen mit wenigen Kernspins sehr schwierig. 
Diese Sakulargleichung kann allerdings in ein Produkt von Gleichungen geringerer 
Ordnung zerlegt werden, da 1. zwischen Zustéinden mit verschiedener z-Kom- 
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ponente des Gesamtspins aller Kerne keine Matrixelemente auftreten und 2. auch 


durch gruppentheoretische Hilfsmittel der Grad der Sakulargleichung weiter 
erniedrigt werden kann. 


2. Die Berechnung der Matrixelemente 


Da bei der Aufstellung der Saikulargleichung im allgemeinen sehr viele Matrix- 
elemente mit den Spinproduktfunktionen »,° zu berechnen sind, ist es zweck- 
mabig, fiir diese Matrixelemente einfache Regeln aufzustellen [42, 27]. Zur 
Berechnung der Matrixelemente von H, benétigen wir (y° |J,,I, -I,| y® 

erhalt leicht ’ ; Stele eae tre 


(yn [pg * Iq) pn) = MyMgI nq = +4 J pq (40) 


bei J = 1/2, je nachdem, ob die Spins p und gq parallel oder antiparallel sind und 
(yn |FegHi + Ti] vm) = 4 UIi;, (41) 


wobei 
U = [Si(Si + 1) — elm + AT! (S;(Sj + 1) — my (on; FT = 1 (42) 


bei J = 1/,, wenn I, in = Izim +1, Iegn = Izjm-- 1 und alle anderen AJ, = 0. 

In allen anderen Fallen ist U = 0. 

Eine weitere vereinfachende Regel verdffentlichte Corto [24]. Sie besagt, daB die 
-Matrixelemente von H, nicht vom Vorzeichen von F, der z-Komponente des 

Gesamtspins F abhiingen. Die Matrixelemente von H, von Spineigenfunktionen 

mit F,-Eigenwerten entgegengesetzten Vorzeichens unterscheiden sich dagegen 

um das Vorzeichen. 


3. Gruppentheoretische Hilfsmittel 


Erstmals schlugen McConnett, McLean und Remy [42] die Anwendung 
gruppentheoretischer Methoden zur Berechnung der Spektren der hochauf- 
lésenden Kernresonanz vor. Eine weitere grundlegende Arbeit stammt von 
WILSON [95]. > 

In symmetrischen Molekiilen sind einige der Kopplungskonstanten J;; immer 
identisch. Der Hamiltonoperator H bleibt ungeandert, wenn eine Permutation der 
symmetrisch aquivalenten Kerne durchgefiihrt wird, die einer Symmetrieoperation 
der Punktgruppe des Molekiils im Gleichgewichtszustand entspricht. Auch die 
Wellenfunktionen miissen den iiblichen gruppentheoretischen Beschrainkungen 
_geniigen, d. h. jede Funktion oder jeder entartete Satz von Funktionen muB sich 
so transformieren wie eine Darstellung der Punktgruppe des Molekiils. Zustande, 
die zu verschiedenen irreduziblen Darstellungen gehéren, kénnen sich nicht 
gegenseitig storen. . 
Als erstes bestimmt man die ungestorten Wellenfunktionen y;, des Operators Ho 
und ermittelt, welche irreduziblen Darstellungen sie enthalten. Wir betrachten 
vorerst nur eine Gruppe X symmetrisch aquivalenter Kerne und davon nur einen 
Wert F.x =» L,i:x der z-Komponente des Gesamtspins dieser Gruppe X. Unter 


¥ . . 
symmetrisch aquivalent verstehen wir Kerne, die durch eine der Symmetrie- 
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operationen der Punktgruppe ausgetauscht werden. Symmetrisch aquivalente 
Kerne haben nicht notwendigerweise gleiche Kopplungskonstanten mit den 
anderen Kernen. In unserer Schreibweise miissen wir also die Gruppe X unter 
Umstinden als X X’X’’... bezeichnen. Fiir X kénnen wir einfache Produkt- 
wellenfunktionen aufstellen, wie «,0,f, fiir F,x =1/,. Diese Produkteigenfunk- 
tionen kénnen weiter in sogenannte dquivalente Satze eingeteilt werden. Alle 
Spinproduktfunktionen eines aquivalenten Satzes konnen aus einer dazugehérigen 
durch die Ausiibung der Symmetrieoperationen des Molekiils erhalten werden. 
Zur Reduktion dieser reduziblen Darstellungen auf die irreduziblen Darstellungen 
benotigen wir die sogenannten Charaktere yp fiir den gegebenen Satz von Spin- ~ 
produktfunktionen y?, und die Permutationsoperationen P der Gruppe. Diese 
Charaktere erhalten wir als Anzahl der Spinproduktfunktionen des gegebenen 
Satzes, die durch P nicht in andere Funktionen des Satzes iiberfiihrt werden. Wir 
behandeln drei Wasserstoffkerne, die zur Punktgruppe D, geh6éren, wie z. B. in 
1,3,5-Trifluorbenzol. Fiir die drei Kerne ist ein F,g von 3/,, 4/2, —1/s, —3/s 
méoglich. D, besteht aus den folgenden sechs Permutationen, die entsprechend der 
eckigen Klammern in Klassen eingeteilt werden: [I] (Identitat), [(123) (132)], 
[(12) (23) (31)]. Fir F,y = 14/, gibt es Byogas, 01 By%5, «428, als Darstellung. Die 
Charaktere fiir die drei Permutationsklassen sind 3, 0, 1. Die gruppentheoretische 
Formel 


1 
Ny = q 2 Iorxexs (43) 


liefert die Anzahl n, der Funktionen, oder entarteten Funktionensdtze in jeder 
irreduziblen Darstellung I, der Gruppe, die aus den obigen reduziblen Dar- 
stellungen gebildet werden konnen. g ist die Gesamtanzahl der Gruppenoperationen 
(6), gc ist die Anzahl der Operationen in Klasse C (1, 2, 3), y¢ sind die oben ge- 
fundenen Charaktere (3, 0, 2) und x? sind die Charaktere der irreduziblen Dar- 
stellungen. Die y(? liegen tabelliert vor, z. B. [JJ 22]. Fiir D, sind sie in Tabelle 1 _ 
angegeben. 


Tabelle 1 
Charakterensystem der Gruppe D, 
Klasse ' 

Darstellung | B a0; oe: 
AY | 1 1 
As 1 1 —1 
E 2 | = 


Hs ergeben sich m4, = 1, ng = 1, d.h. die drei obigen Wasserstoff-Spinprodukt- 
funktionen kénnen in eine Linearkombination der Darstellung A, und in ein 
entartetes Funktionenpaar der Darstellung H umgeformt werden. Dasselbe Ver- 
fahren kénnen wir natiirlich auch auf die F-Funktionen in dem betrachteten 
Molekiil anwenden oder allgemein auf einen Satz Produktfunktionen eines be- 
liebigen Satzes aquivalenter Kerne. Die Wellenfunktion des gesamten Molekiils 
erhalten wir durch Produktbildung aus den Wellenfunktionen der einzelnen Siitze 
aquivalenter Kerne. Die Symmetriedarstellungen, zu denen diese Produkte 
gehoren, erhalt man mit Hilfe der Multiplikationstabelle der Gruppe. Zum Beispiel 
ergibt das Produkt der je 2F- und H-Funktionen des obigen Molekiils mit Fz 
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= Fir= */s der Darstellung H: H x E = A, + A, + E. Den Wellenfunktionen 
jedes aquivalenten Satzes ist neben der Quantenzahl F,x und der Symmetrie- 
darstellung noch eine Multiplizitat § bzw. ein Kigenwert des Operators Fx, 
Fy (Fx +1) zuzuordnen. Dabei gilt F(F + 1) = (S? — 1)/4. Wir kénnen diese 
Symmetriefunktionen daher mit 


Silla (44) 


bezeichnen. P,, F,x und FY sind nur mit dem nur von den J x; abhangenden Teil 
des Hamiltonoperators vertauschbar. Die P und F, = >'F,x sind dagegen die 
¥ 


einzigen Operatoren, die allgemein mit dem gesamten Hamiltonoperator des 
Molekiils vertauschbar sind. P sind dabei Symmetrieoperatoren, die fiir das ganze 
Molekiil gelten, d.h. die allen Punktgruppen der symmetrisch dquivalenten 
Satze X gemeinsam sind. In noch zu behandelnden Spezialfillen sind auch andere 
Operatoren mit H vertauschbar. 
Die Eigenfunktionen des gesamten Molekiils lassen sich also nur noch durch die 
Darstellung, zu der sie geh6ren, und durch den Wert von F,, nicht mehr durch eine 
Multiplizitat kennzeichnen. Gibt es mehrere Funktionen derselben Symmetrie 
und desselben F,-Eigenwertes, dann mu8 man diese Funktionen willkiirlich 
numerieren. Zwischen Zustanden gleicher Symmetrie und desselben F, kénnen 
prinzipiell Matrixelemente auftreten. Auf diese Art und Weise bleiben fiir das 
oben erwahnte Molekiil C,H,F, noch Sakulargleichungen bis zur 6. Ordnung 
zu losen. 
In den Fallen, wo die einzelnen symmetrisch aquivalenten Satze zu Kernen der- 
selben Art gehéren, zwischen denen nur kleine chemische Verschiebungen auf- 
treten, so daB die ungestérten Zustande mit demselben F’,, aber verschiedenen F, x 
energetisch eng beieinanderliegen, lat sich an dieser Situation auch nichts andern. 
Oftmals ist es aber so, wie z. B. bei obigem Beispiel, daB die ungestérten Zustande 
mit verschiedenen F,~-Werten derselben Darstellung und desselben F,-Wertes 
energetisch weit auseinanderliegen, so dai die Matrixelemente zwischen ihnen 
vernachlassigt werden kénnen. In diesem Fall treten wesentlich weniger nicht- 
diagonale Matrixelemente auf, die Sakulargleichungen werden weiter in Faktoren 
zerlegt. Bei dem obigen Beispiel bleiben damit nur noch quadratische und kubische 
Sakulargleichungen iibrig. Dies entspricht effektiv dem Fall, als seien auch die 
Fx mit H vertauschbar. Die Terme und Funktionen kénnen dann auch noch nach 
den einzelnen F, y-Werten gekennzeichnet werden. 
Zur Konstruktion der Symmetrieeigenfunktionen der Gruppe X verwendet man 
die folgende Forme] 

y= Dd xp PO. (45) 

ig 


Dabei ist y’ eine Symmetrieeigenfunktion der Darstellung J’,, 7 ein Normierungs- 
faktor, 7% der Charakter der Permutation P und der Darstellung /’, und, eine Spin- 
produktfunktion. Im Fall Fz = 1/2 gibt es fyx203, 01 P2%3> 1X83. Aus diesen drei 
Funktionen mu8 eine Linearkombination zu A, und ein entartetes Paar von 
Funktionen zu H gebildet werden. P®, ist die Funktion, die durch Anwendung 
von P auf ®, gebildet wird. Nimmt man /,%2%3 als ®,, dann erhalt man 


3 


pho = hq = (4)2 (2Baa — «Ba — axf). (47) 


pd = (1) (Baw + xBo + xx), (46) 
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Die zweite Funktion des entarteten H-Paares erhalten wir, wenn wir ®, = «1/203 | 
statt @, nehmen und aus A, und der erhaltenen zweiten Funktion eine zu hg 
orthogonale Linearkombination h, bilden. 


pts) = hy = (4) (aPox — xo). 


Tabelle 2 


(48) | 


Spinfunktionen nullter Ordnung fiir symmetrisch aquivalente Kerne [42] 


ae Gruppe Funktion Bezeichnung ! 
2 Doon OO 3(Aig)1 
2 | Doon | (1/72) (oB + Bor) *(Arg)o 
2 Dawe laa ®(Aqg)—1 
2 Doon | (1/V 2) («8B — Bex) 1(A sudo 
3 Dp OO 4(A;)s/, 
3, | Day | (1/1/3) («a PB + «Ba + Boa) (Ai). 
3 | Da ne) (BB + BoB + «BB) *(Ai)— 5 
3 | Dss {Ae 
3 | Dy | JANN 8) (mab + «Bo — gl 
: f ie 2) (xa B — ox) heen 
3 -| Dy | {al6) Béa + Bap — ee 
; : 1/V/2) (BBx — BoB) iat 
4 Dy XO OO °(Ayg)o 
4 Dyn C/2) (aaaB + axBa + «Bax + Baan) 5(Ayg)1 
4 Dy | (1/76) («x BB + «BBa + BaxB + BBow + «BoB 
=F Bx Bx) 5(Aig)o 
: Du My 1a) Be + BBaB + BoBB + «BBB) BAD es 
h SATs 
hah aD, th ) (xx B — oa Ba + aPoor — Boron) MB), 
4 | Day | (1//2) («BoB — BaBa) S(Ba\e 
i Saabs ee — BBaB + BaBB — «BBB) UNS 
(1/) 2) (axxB — « Ban) 
4 D = 
i bi 3 2) (coro — Boro) ska 
(1/2) (wx BB — BBac) 
4 D = 
: i 2) (6 Ba — Hl nis 
oa. ey 2) (BBBa — aN 8(By) 4 
Oy) (BBxB — BBB) 
4. Dix (1/12) ( )(axBB + «BBau + BoxB + BBax 
— 2aPuB — 2BxBa) Haye 
4 Dyn (7/2) (ax BB — «BBa — BaxB + PBax) (Big)o 
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In Tabelle 2 fithren wir die so erhaltenen Symmetriefunktionen fiir einige haufig 
verwendete Gruppen an. Die Bezeichnung der Gruppen entspricht (44). Wegen 
weiterer Hinzelheiten und besonders der Methoden zur vereinfachten Berechnung 
der Matrixelemente von Symmetrieeigenfunktionen mu8 auf die Arbeit von 
Witson hingewiesen werden [95]. 

Kine zusitzliche Aufspaltung der Saikulargleichung bzw. zusitzliche Symmetrie- 
elemente im Molekiil kénnen auftreten, wenn eine Gruppe von Kernen derselben 
Art in schneller Folge seine Orte im Molekiil austauscht. Dies kann z. B. durch 
innere Rotation von CH;-Gruppen um die C—C-Bindung geschehen oder auch, 
wenn ein die Rotation verhinderndes Potential vorhanden ist, durch die Wirkung 
von molekularen Zusammenstéfen. In solchen Fallen haben immer alle Kerne 
dieser Gruppe dieselben Kopplungskonstanten (die Mittelwerte iiber die Kopp- 
lungskonstanten der Kerne in den verschiedenen ausgetauschten Stellungen im 
Molekiil) mit anderen Kernen im Molekiil. Der Hamiltonoperator fiir ein Molekiil 
mit zwei derartigen Gruppen wird z. B. (ein Fall A” B”) 


H(A) ee, (By) a (AA) & Hy (BB) — Jap By: Fy. (49) 


Dieser Hamiltonoperator ist zusitzlich mit den Quadraten des Gesamtspins der 
Gruppen A und B, F,? und F;2 vertauschbar. Die beiden Terme H,(AA) und 
H, (BB) k6nnen einfach weggelassen werden, da, wie oben gezeigt wurde, die 
beobachtbaren Linien durch Kopplungen zwischen aquivalenten Kernen nicht 
beeinfluBt werden. Die nichtdiagonalen Matrixelemente von H, = — J4p,F4-F 3 
in der J’, x I’3-Darstellung verschwinden in diesem Fall, wenn y;(A) und Yj (A) 
_bzw. y;(B) und y;(B) nicht auch dieselbe Multiplizitat haben. Man kann diesen 
Fall auch so behandeln, da’ man die Permutationen der Kerne, die durch die 
inneren Rotationen hervorgerufen werden, mit in die Gruppe der Symmetrie- 
operationen einbezieht, und sich dann mit dieser neu entstehenden Gruppe nach 
den oben behandelten Methoden befaBt. 


4. Auswahlregeln 


Hin Ubergang zwischen den Zustiinden yp, und yp, ist erlaubt, wenn 


(pr |Ma| Yo) + 9, (50) 
wobei anstelle von uw, = >) »;I,; auch py, vw, oder ~- stehen kann. Die Intensitat 


des Uberganges ist, wie ‘schon oben festgestellt wurde, dem Quadrat von (50) 
proportional. Es ergibt sich immer die Auswahlregel 


AR = EQy-iF, Oseri. (51) 


Ein Teil der Operatoren, die mit dem gesamten Hamiltonoperator vertausehpar 
sind, sind auch mit , vertauschbar. Diese Operatoren seien mit Q bezeichnet. 
Wir erhalten die weitere Auswahlregel, da8, wenn (fz);24= 9 auch Qy' = es 
oder umgekehrt, wenn Q,’ # Q,’, folgt (ux)12 = 9 und der Ubergang ee 1 ae 
ist verboten. Die Symmetrieoperatoren der Punktgruppe des Mole itls ae: 
immer zu dieser Klasse Q’, d. h. es sind Ubergange nur zwischen Zustinden der- 
selben Symmetriedarstellung erlaubt. 
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Weiter, wenn die F,x, F.y, ... gute Quantenzahlen sind, d. h. wenn die Matrix- : 
elemente zwischen Zustanden, die sich beziiglich dieser Quantenzahlen unter-— 
scheiden, vernachlassigt werden kénnen, wie es bei obigem Beispiel C;H,F; der — 
Fall war, sind Ubergange nur erlaubt, wenn nur ein A F,y = + 1. Ubergainge, die — 
zwischen Termen mit mehr als einem AF, 4 0 vorkommen, nennen wir Kombi- — 
nationsiiberginge. Sie sind im allgemeinen verschwindend klein und werden im ~ 
experimentellen Spektrum meist nicht mit aufgelést. Sie werden nur dann wesent- 
lich, wenn obige Naherung nicht mehr gilt. 


5. Beispiele 


Zur Veranschaulichung der behandelten Verfahren werden wir in diesem Ab- ¢ 
schnitt einige einfache Beispiele behandeln und die berechneten Spektren mit den — 
experimentellen vergleichen. Es wurden schon viele Behandlungen einfacher Falle 
veroffentlicht. In Tabelle 3 sind Angaben iiber die Berechnung einiger Spektren 
zusammengefaBbt. 


Vabetlets 
Hinige berechnete Typen von Spektren 
System Arbeit 
AB Porie, BERNSTEIN, SCHNEIDER [55] 
AB Pope, BERNSTEIN, SCHNEIDER [55] 
RICHARDS, SCHAEFER [65] 
ABB RICHARDS, SCHAEFER [65] 
ABX RICHARDS, SCHAEFER | [65] 
REILLY, SWALEN [63] 
PorLe, BERNSTEIN, SCHNEIDER ' [55] 
ABC FESSENDEN, WAUGH [29] 
BisHop, RICHARDS [17] 
A B? ABRAHAM, PoPpLE, BERNSTEIN [2 
Kivitson, Ktvinson [37] 
AA xX ke SHEPPARD, TURNER [50] 
yWl toned RICHARDS, SCHAEFER [66] 
McConnetu, McLean, REILLY [42] 
POPLE, SCHNEIDER, BERNSTEIN [56] 
A BX? CoHEN, SHEPPARD [23] 
MorTIMER [47] 
AM oR 8 LEE, SUTCLIFFE [40] 
A? B McGarvey, SLOMP [45] 
NARASIMHAN, ROGERS [51] 
A BX FESSENDEN, WAUGH [28] 
A BCX? ALEXANDER [4] 
ABB'X X’ SCHNEIDER, BERNSTEIN, PoPLE [77] 
A? Ale X SCHAEFER [73] 
EW ixt OED. € Fusrwara, SHIMzZU [31] 
A2 BS WHITMAN, ONSAGER, SAUNDERS, DuBB [91] 
SHEPPARD, TURNER [SZ] 
AAG? xX? MortTIMER [48] 
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Tabelle 3 (Fortsetzung) 
= ssSSSSSSSSSSSSSSSSSSSsS— 


System : Arbeit 
2 ee. a a ee ee 
A B BANERJEE, Das, SAHA [9] 
Wavuau, Dogss [89] 
AB? Corio [109]*) 
ABC Brice, ANKEL, KritcKEBERG [105]?) 
ABC BANWELL, SHEPPARD [100] 
ABC CASTELLANO, WAUGH [107] ?) 
AB? Corro [109]*) 
A?B? Corio [109]+) 
AB*X ABRAHAM, BisHop, RICHARDS [97] 
ABCD REILLY, SWALEN [134] 
A*B3 Corio [109]*) 
ABX8 JKOWALEWSKI, DE KOwWALEWSKI [120] 
A*B3C NARASIMHAN, ROGERS [129] 
BAX4 PorLE, SCHAEFER [131] 
A B*X4 Drrni, Poppies [112] 
ABR‘X” Pope, SCHAEFER [137] 


1) Tabelliert fiir 0 < J/6 <1 in Schritten von 0,05, zusitzliche Werte 2, 3, 4, 5, 10 und co. 
2) Analytische Lésung. 


a) Der Typ AB 
ee tt 0) tg. tp 1 — On) Log d,s dp: (52) 


Man kann nur die relative chemische Verschiebung |6, — 6g| und die Spin- 
kopplungskonstante |J| messen. In Tabelle 4 sind die Eigenfunktionen nullter 
Ordnung und die diagonalen Matrixelemente angegeben. Das einzige nichtver- 
schwindende, nichtdiagonale Matrixelement ist 


A 


Hy, = — 4d. (53) 


Tabelle 4 
Eigenfunktionen nullter Ordnung und diagonale Matrixelemente fiir AB 


Yn 4 
1 OX 1 yy (1 —Yads — “/a0p) — Tad 
2 «Bp 0 — %(—"/254 + */o6n) + “at 
3 po 0 — ¥9 (4/964 — */20n) + Yad 
4 BB =\1 — vo(—1 -+ "oda + */208) — */ad 


Definieren wir C und @ durch 
Cicos 2 OA ero — 04); 
Csin20 =4/, J, (54) 


dann kénnen wir die Wellenfunktionen und Energieeigenwerte der endgiiltigen 
Zustinde des Systems wie in Tabelle 5 angeben. 
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Tabelle 5. 
Eigenfunktionen ©, und Energien E, fiir AB 


a —w 


n D, 


EE ee ee — eee 


1 ao <a \ fea od4 fas 1/5 0p) S- Mad 

Si «B cos 0 + Bu sin O 1),J—C 

3 —a«fsin 0 + Ba cos O 114JI+C 

4 BB = pleas | a o04 a 1/,0z) = Mad 

Tabelle 6. 
Ubergangsenergien und Intensitaten fiir A B 

Ubergang Energie rel. zu v9 (1—46, —+463) Rel. Intensitat 
1-3 J +C 1— sin20 
2—>4 —'/,J+C 1+ sin20 
i] ey 1),J—C 1 + sin20 
3>4 —1,J —C 1 — sn20 


In Tabelle 6 sind schlieBlich die relativ zu v9(1 — */2d4 — */26g) gezahlten Uber- 
gangsenergien und die relativen Linienintensitaten der Ubergange angegeben. 


Sf) 
A B 
ay jiabsoosalt ih 


J«|V (6g -64)| 


peuioel aL. 


~ | Vy (0p -0g) | 


Pee: 


J>>| (6-0, )| 


Bild 6. Typische Spektren fiir den Fall A B [55] 


b) Der 


Die Form des Spektrums hangt nur vom 
Verhaltnis | J/v) (6g — 64)| ab. Wir wahlen 
63 > 64 und J > 0. In Bild 6 sind Spek- 
tren fiir verschiedene GroBen des obigen 
Verhaltnisses angegeben. Bei kleinem J 
(Fall A X) besteht das Spektrum aus zwei 
Dubletts. Mit gréBer werdendem J wird 
das innere Linienpaar gréBer als das 
auBere. Der Grenzfall ist A?, die beiden 
inneren Linien fallen zusammen und die 
duBeren werden verboten. Das Spektrum 
andert sich beim Vertauschen der Vor- 
zeichen von 6g — 6,4 oder J nicht, nur die 
Zuordnung der Linien andert sich. Als 
Beispiel betrachten wir das Ringprotonen- 
spektrum des Molekiils S-Guaiazulin, 
Bild 7. Die Zuordnung der Linien ist mit 
angegeben. 


Typ A B? 


Wir haben ein System von drei Kernen, von denen zwei aquivalent sind. Es gibt 
zwei Spinkopplungskonstanten J und J’ 


ae (55) 


4s 
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! Jd cl | ! I 
0 78,9226 376413 523 605 720 Hz 


Bild 7. Ringprotonenspektrum yon S-Guaiazulin bei 40 MHz [55] 


Diese Anordnung ist spiegelsymmetrisch zur Mittelebene der beiden B-Kerne. 
In Tabelle 7 sind die Kigenfunktionen nullter Ordnung angegeben. Die Symbole a 
und s bezeichnen symmetrische und antisymmetrische Zustinde, der Index gibt 
den Gesamtspin F, an. 


Tabelle 7 
Eigenfunktionen nullter Ordnung und diagonale Matrixelemente fiir A B? 


Funktion ABB Diagonales Matrixelement 
| a gS ae ee ae 

S3/, One aT 5%)(3-— 04 —20n) — 3/,(25 4 J) 
11), o(«B + Ba)/V 2 —1/57(1 — 64) —1/,J" 
21, Bao vi —=199 (bi by — 265) = 2), (—2F + J’) 
an, o(«B — Bo)/V 2 —1]5 (1 — 54) +3), J’ 
aa), Blab —Bo)fV2 | —MNaro(—1+4) 9 - +%had" 
is, | «BB TT ES CER ene ne 0) 
2s_y, B(aB + Ba)/y/2 —1/,7(—1 + 64) — J" 

5), BBB , t/a VolawD te Ona 2 On) =) hala reed) 


aie ns Matrixelemente treten nur in den 1s1,- und 2sy,- und in den 


s_y,- und 2s_s,-Zustanden auf und sind jeweils J/ /2. Fir die ‘8 +4,-Zustande 
iissen wir 2 x 2 Sakulargleichungen lésen, um die Energien und Kigenfunktionen 
Poser Zustande zu erhalten. Wir definieren die GréBen C,, C_, 0, und O_ wie folgt: 


C0. cos 20, = 3 (dp — 64) + "ad, 
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CO, sin 20, = J/y2, 


C3608 2 OF = 5} 


C_sin20_ = J//2. 


OG. = ON = 


(56) 


laJ 


Damit erhalten wir die Eigenfunktionen und Energieeigenwerte dieser Zustande 
wie in Tabelle 8. 


Tabelle 8. 
Eigenfunktionen und Energieeigenwerte der s1/,-Zustande von A B? 

Zustand EHigenfunktion Energieeigenwert 

1’s1), cos Ox [a («8 + Bo)/V2| + sinO@,[Bao] | — 4/er(t — 53) — 4/4(J’ — J) — @ 

2'sy, — sin O, [x (4B + Bo)/2] + cos Os[Bao]] — Yar9(1 — d3) — 1/4(J’ — J) + @ 

1's), | cosO_[a«66] + sin@_[B(aB + Ba)/V2] | —4/sr(—1 + 65) — f4(J’ — J) = 
23-4), — sin @_[x« 66] -+ cos O_|B(aB + Bo) |V 2] — Morg(—1 + 63) — 1/,(J’ — J) + 

Tabelle 9. Ubergangsenergien und Intensitaten fiir AB?) 
Ubergang Urspr. Energie Rel. Intensitat 

1 Ss, > 2’ay, A | *5%)(2—684— 6p) + 2/eJ + C, | [V2 sin ©, — cos ih 
2 1's, > 2’s4),) A yg(1 ~ dz) + Cy + CL "2 sin (@,— O_) + cos @, cos 
3 as, > a’_1), A Yo(1 — dy) 
Be A's2y, > 84), || AWE (Oe) pete) 8) J Ou A/5 sin@_ + cos0_|? 
5 1’sy,—> 1's) B Yyo(1 — dz) + Cy — CL [V2 cos(@,— O_) + cos 0, sin 
6 8s, > 1’sy, B | *a%(2—64— 3) + 3/,7 — C,| [2 cos 0, + sin O,)? [ 
Ti Qa => lea) TB! oy s(l ope Case” [1/2 cos(O, — @_) — sin O, cos 
8 2’s+,>s8,| B | 1/,%(2—64—6z) — C_—2/,J | [V2 cosO_ — sino_}? 
9 2’s1;, > 1’s_1j,| Komb.| v9(1 — 6g) — Cy — CL [V2 sin(@, — O_) + sin @, sim 


In Tabelle 9 sind die Ubergangsenergien und Intensitéten angegeben. Die Uber- 
gainge sind entsprechend ihrem Verhalten im Grenzfall, wenn die Kopplungs- 
konstanten J und J’ nach O gehen, gekennzeichnet. Ks wurde dg > 64angenommen. 
Der Ubergang ss, > 2's, wird im Grenzfall x«« —> Boo und deshalb als A- 
Ubergang bezeichnet. Der Ubergang 2's: /, > 1's), wird Bax af 8 und kann nicht 
A oder B zugeordnet werden. Die Spins aller Kerne andern sich gleichzeitig, das ist 
ein Kombinationsiibergang. Dieser Ubergang ist in beiden Grenzfallen_A X2 und A’ 
verboten und erscheint in den Zwischenfallen immer mit geringer Intensitat. Es ist 
aus Tabelle 9 auch ersichtlich, da8 alle Ubergangsenergien und Intensitaten von J’ 


1) Das Spektrum AB? wurde von Corto [109] fiir J /d-Werte von 0 bis 1 in Schritten yon 
0,05 sowie 2, 3, 4, 5, 10 und oo tabelliert. 
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unabhangig sind, dies entspricht der Tatsache, daB Kopplungskonstanten zwischen 
aquivalenten Kernen das beobachtbare Spektrum nicht beeinflussen. Das Aussehen 
des Spektrums ist eine Funktion des Verhaltnisses J /¥9 (6g — 64). In Bild 8 sind fiir 
eine Reihe von Werten fiir dieses Verhaltnis und fiir den Fall 63 >6,undJ>0 


A B 

It | 8 rae —5 ye! 

a3 67 OF a. 

A B 

a | | =05 
RENE a RT Sra 9 Ve (5, 54) , 
A B 
UM? 
ae cabs Aue! 8 ONY fon-0n) 


Bild 8. Typische Spektren von 3 4A B?-Kernen [55] 


die Spektren angegeben. Fiir 63 > 64 und J < 0 ist das Spektrum ebenso, nur die 
Zuordnung der Linien andert sich. Im Fall 63 < 6, kehrt sich das Spektrum um. 
Aus dem experimentellen Spektrum ist es also méglich, das Vorzeichen von 6g — 
64, aber nicht das von J zu bestimmen. 


H ey 
6 
H “4 H 
owe 
g CH 4 
CH; N /, 
23 78 


) aut ! ! Ly 
-94%-280 60 19.3 15,6197 
B 


A 


Bild 9. Ringprotonenspektrum von 2,6-Lutidin bei 40 MHz [56] 


Wir betrachten als Beispiel das Ringprotonenspektrum von 2,6 Lutidin, fee ue 
Die beste Ubereinstimmung des experimentellen mit dem theoretischen Spektrum 


wird fiir das Verhaltnis J/v,(5g — 64) = 0,375 erhalten mit 
yo(dn — 54) = 21,9 Hz, 
J = §$2Hz. (57) 


iyi * 
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c) Der Typ ABX 
In diesem System gibt es drei Kopplungskonstanten. 


J i" 
A AB B 5 


\ ve | 
Jax Ree s 
i 

ae $ 


Ohne Verlust an Allgemeinheit kénnen wir annehmen, dali 6g > 64. Da keine $ 
Symmetrie vorhanden ist, besteht der bequemste Satz von Funktionen nullter 5 
Ordnung aus den Funktionen des Typs «fa, ... In Tabelle 10 sind diese Funktionen ; 
zusammen mit den entsprechenden diagonalen und nichtdiagonalen Matrix- 


elementen angefiihrt. ~ 
Tabelle 10 
Eigenfunktionen nullter Ordnung und Matrixelemente fiir den Fall ABX ; 
5 : : o 
ABX Diagonale Matrixelemente eee —— 
1 oxo = Te¥9(3 — Oa. On — Ox) —-2ia(dan + taxed Re) Ay, = — "ed. 
20x | — 1/991 04 — 0p 10x) = a@ ap — Axe Ba) Hy = —*/od. 
3 aBoa = "fa¥o(l == 04" Op Ox) 4am ea ee) Hs, = — 1/0. 
4 Baw == "avy (log dz — Ox) Wil Jag = Jae) Ay, = — "om 
5 «fp YHave(—1 — 0a eg 40x) a (—d 4p — J a ee) Ay, = — 
6 Bap tHa¥ol— 1 “+ Oa — Opies Ox) = 114 (=e) aah Ae oa Be) He; = —" od. 
7 BBx Mavo(—l eds =p Op =A0x)— "(Jip dl ae pe) 
8 BBB *le%(—3 + Ou =k Os +.0x) — a(Jan + Jae 1 Jee) 


Diese Matrix gilt auch fiir das allgemeinere Problem ABC1). Wir nehmen an, 
daB 196, gro8 gegen die Spinkopplungskonstanten ist. Dies bedeutet, daB sich — 
die Funktionen 3 und 4 gegenseitig stéren, aber da8 die Stérungen dieser beiden — 
Funktionen mit der Funktion 2 vernachlassigt werden kénnen. Damit reduziert 
sich das Problem auf die Lésung von 2 x 2 Sakulargleichungen und die endgiil- 
tigen Energieniveaus kénnen in expliziter Form dargestellt werden. Wir definieren 
die GroBen 


D.. cos2®, = 1/39 (dg — 64) + 4/4(Jax — Jpx), 

Dd, sin2@, => lJ ap, 

(58) 
D_ cos2®_ = 1/5 %9(d3 — 64) — Y4(Jax — Jax), 
D_sin26_ =4), J 43. 


1) Von BriceL, ANKEL, KriicKkesere [105] und CAsteLLaANo und WavucH [107] wurde eine — 
analytische Berechnung des A BO-Spektrums durchgefiihrt. 
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Damit bekommen wir die exakten Eigenfunktionen und Energieniveaus der 
Zustinde 3, 4, 5, 6 wie in Tabelle 11. In Tabelle 12 sind die 15 Ubergangsfre- 
quenzen und Intensitaten angegeben. 


Tabelle ii 


Exakte Kigenfunktionen und Energiewerte 
der Niveaus 3, 4, 5 und 6 fiir den Fall A4BX 


eee 


Zustand Wellenfunktion Energieeigenwert 
LT i. 
3y cos B.. (a Bx) — sin B®, (Bax) —1/,vo(1 = Ox) a 1/,J 4B = D, 

4’ —sin ®,(«fBa) + cosB, (Bax) —Her(1 — dx) + YY yan + De 
5’ | cos®_(xBB) + sin®_(Bx8) SU Gta oe lane De 
6 — sin ®_(«fB) + cos ®_ (Bap) eter Ox) pia an 


Tabelle 12 
Ubergangsfrequenzen und Intensitaten fiir den Fall ABX 


rgang | Urspr. Frequenz Rel. Intensitat 

3 B teVo(2 — 04 — Oz) — "fa (2J4z + Jax + Sex) — D_| [cos®_ — sin®_} 

(—>7 B 1/5 %(2 — 04 — Og) — 4/4(2J 4p — Jax — Jax) — Di| [cos®, — sin®,]? 
E> 5° B oV%(2 — 04 — Og) + 1/4(2J 43 — Jax — Jax) — D-| [cos®_ + sin®_}? 
> 3’ B Vov9(2 — O04 — Op) + 1/4 (2F 43 + Jax + Jax) — Ds+| [cos®, + sin ®,]? 

=> 8 A 1/5%(2 — 04 — Op) — 14(2F 43 + Jax + Jax) + D_| [cos®_ + sin®_}* 

(—> 7 A 1/59 (2 — 04 — Op) — 114(2F 43 — Jax — Jax) + Ds | [cos®, + sin®,]? 
=> 6! A 1/5%(2 — 64 — Og) + 1/4(2J an — Jax — Jax) + D_| [cos®_ — sin@_}* 
a> 4 A /o%(2 — b4 — bz) + 4Y/4(2J an + Jax + Jax) + D+) [cos®, — sin D,}? 
—>8 x vo(1 — dx) — */2(Jax — Jax) 1 

Y—> 5’ Ne vp (1 — dx) + Di — D- cos? (@, — P_) 

=> 6’ X | » (1 — dx) — D+ D- cos? (@, — @_) 
2 Peas! yo (1 — dx) + 4/2(Jax + Spa) 1 
— 7 |komb. | 7)(1 — 64 — 63 + Ox) 0 

=> 5’ | komb. | »,(1 — dx) — D+ — D- sin? (P,. =} 

‘-= 6’ | komb. | »)(1 — dx) + D+ + D- sin? (®, — @_) 


Von den insgesamt 15 Ubergiingen riihren 4 von jedem Kern her, 3 sind Kombi- 
nationsiibergange und im allgemeinen sehr schwach. 

Spektren diesen Typs deutet man am besten, indem man die Kopplungskonstanten 
Jax und Jzy als Storungen betrachtet. Wenn beide 9 sind, besteht das A B- 
Gebiet des Spektrums aus 4 Linien (wie im Fall a), die den Paaren (1,2), (3,4), 
(5,6), (7,8) in Tabelle 12 entsprechen. Wenn Jyx und Jpy eingefiihrt werden, 
spalten die B-Paare um 


1 (Jax + Jax) + (D- — Ds) (59) 


und die A-Paare um 


1/,(Jax + Jax) — (D- Ds) (60) 
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auf. Wenn J4y =Jezyx, sind die Aufspaltungen gleich. Wenn Jyx < Jzx, ist 
D. < D_ und, wenn noch Jyx + Jzx > 0, ist die B-Aufspaltung gréBer. Wenn © 
jedoch die Vorzeichen von Jyy und Jgy umgekehrt werden, veradndert sich das — 


beobachtete Spektrum nicht. In Bild 10 — 


ist das Spektrum schematisch angegeben. 
Wenn der Ausdruck fiir die A-Aufspal- — 
iN NN as ne tung (60) negativ wird, wird die Zuordnung 


\ im AB-Spektrum von rechts nach links 
| | 1, 2, 3, 4, 6, 5, 8, 7. Aus der Struktur des 
X-Spektrums kann man die Zuordnung der ~ 
87 65 ar ee PT Linien im AB-Gebiet priifen. So ist die — 

A B ; 9—10-Aufspaltung gleich der A-Aufspal- — 
tung (60) und die 9—11-Aufspaltung ist 
gleich der B-Aufspaltung (59). Wenn 
(60) negativ wird, ist die Zuordnung im 
X-Spektrum von rechts nach links 10, 9, 


iZyLis 
Als Beispiel betrachten wir das Spek- 
#211 10 9 trum der Vinylgruppe von Vinylacetat, — 


Bild 11. Das Spektrum wird durch die 
| | Konstanten J4;=—1,5 Hz, J4,=13,8 Hz, 

Jax = 6,5 Hz, »(5g — 54) = 7,40 Hz, § 

x V9 (O4 = Ox) = 70,9 Hz erklart. 

Bild 10. Das Verhaltnis des 4 BX-Spektrums zum Das Spektrum von Styrol, Bild 133 stellt — 


reinen A B-Spektrum und die Y-Signale Z 3 n 2 2 
des AB X-Spektrums [55] ein Beispiel fiir ein A BC-Spektrum dar. 


ae ] 
648 714" 784 84an* 


178 193 
Mahe! 


Bild 11. Spektrum der Vinylgruppe von Vinylacetat bei 25 MHz. Triib-Tauber-Spektrometer 


Ks ist zu beachten, dab auch die Kombinationsiiberginge in diesem Fall sichtbar 
ae eas beitragen. Man erhalt durch numerische Berechnung J4; = 
106 ae AC= AO Hz, J po — 122 Hz, V9 (Oz = 64) 5 Hz, V9 (de = bp) = 
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Kame. 


ie ee, | tt fa | 
43 32 | 
343 32.0 267, 22.0 94-71 ye “295 SH 


Bild 12. Spektrum von Styrol bei 25 MHz, Triib-Tauber-Spektrometer 


d) Der Typ A’ B? 


Dieses Spinsystem besitzt groBe Bedeutung, da die Athylgruppe, die in vielen 
organischen Substanzen enthalten ist, ein derartiges Spektrum liefert. Wenn das 
Verhaltnis J/y, 6 klein ist, geniigt zwar die st6rungstheoretische Berechnung, aber 
bei groBeren Werten dieses Verhialtnisses ist es nétig, die exakte Berechnung des 
Spektrums durchzufiihren. Ausfiihrlicher wurde die Berechnung dieses Spektrums 
von Mo Garvey und Stomp [45] und von Narastmaan und Rogers [51]+) ver- 
offentlicht. Der Hamiuton-Operator lautet: 


jie Fa gee. Py ed ae ee (61) 


Setzt man als Eigenfunktionen nullter Ordnung einfache Spinproduktfunktionen 
der 5 Kerne ein, so erhalt man 25 = 32 Zustiinde. Ohne den Kopplungsterm im 
Hamitton-Operator waren dies die exakten Eigenfunktionen. Durch den Kopp- 
Tungsterm entstehen aber nichtdiagonale Matrixelemente, und wir miissen die 
Eigenfunktionen als Linearkombinationen der einfachen Spinproduktfunktionen 
finden. Wir wissen aber, daB zwischen Zusténden mit verschiedenen F, = F,4 + 
F,z keine nichtdiagonalen Matrixelemente auftreten. Dadurch wird der Grad der 
Sakulargleichung vermindert. Weiterhin kénnen wir als Higenfunktionen nullter 
Ordnung Produkte der Symmetriefunktionen fiir die A%- und die B?-Gruppen, die 
in Tabelle 2 angegeben sind, verwenden. Da zwischen Zustaénden verschiedener 
Symmetrie ebenfalls keine Matrixelemente auftreten, wird das Problem noch 
weiter vereinfacht. Es treten damit nur noch quadratische und kubische Saékular- 
eleichungen auf, aus denen die Energieeigenwerte berechnet werden miissen, Wir 


1) Das Spektrum A*B? wurde ebenfalls von Corio [109] fiir dieselben J/5-Werte tabelliert. 
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7 


q 


verweisen auf die zitierten Arbeiten und geben in Bild 13 nur noch einige berechnete 


Spektren fiir verschiedene Werte des Verhdaltnisses J/»)d an. Dabei wurden 9 
schwache unbeobachtbare Uberginge weggelassen. Als experimentelles Beispiel 


verweisen wir aut Bild 14. 
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obige Behandlung sehr umstiindlich. Von BANERJEE 
Waveu und Dosss [89] wurde -deshalb eine andere 


in Einheiten von 6 
Bild 13. Berechnete Spektren fiir den Fall 43 B2 (Athylgruppe CH,;-CH 


é) Der Typ AB” 


Wenn sehr viele Kerne zu einer Gruppe aquivalenter Kerne gehéren, wird die 


Spektrums vorgeschlagen.1) 


1) Das Spektrum 4 B3 


2) fiir verschiedene Werte von wo = J /¥) 6[ 45} 


, Das und Sana [9] und von 
Methode zur Berechnung des 


wurde ebenfalls von Corto [109] fiir dieselben J /0-Werte tabelliert. 
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Wenn das Molekiil die Gruppen x, A, uw, ... mit den Gesamtspins K, L, M,... ent- 
halt, schreiben wir den HaAmiILton-Operator 


SelM Gl Ne v5 0, Kyl 9,8) Lig Saline idk Re Lae ot (62) 


J ist dabei K+ D+... H ist mit K?, L?, ..., J, vertauschbar, aber nicht mit 
pee L,.22 Dhidie Gruppen-Gesamtspins verhalten sich ebenso wie die Spins 


f 


a 
pe te sige 
b 
oes 
Bild 14. Spektren vom Typ 4? B3. a) Spektrum von Diithyleadmium » = — 0,429. Das Spektrum wird aufBer- 


durch die Kopplungen der Protonen mit den Tsotopen Cd™8 (12,3%) und ca” (12,8%) beeinfluBt. 
Poeniinn von ‘Disthyiselonid o = +0,194. Frequenz 25 MHz, Triib-Tiiuber-Spektrometer [96] 
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von einzelnen Kernen. Wir wahlen deshalb eine Darstellung, in der diese ver- 
tauschbaren Operatoren schon diagonal sind, mit den EHigenwerten k(k + 1), 
1(l + 1), ...,m. Fiir den Fall einer einzelnen Gruppe geniigen die beiden Operatoren 
K? und K,, um das Einlinienspektrum zu erhalten. Im Fall von n-Gruppen brauchen 
wir 2 n-Operatoren fiir einen vollstandigen Satz, aber nur ++ 1 davon sind ver- 
tauschbar. Es miissen also noch weitere Operatoren diagonalisiert werden. Wir 
beschranken uns auf den Fall zweier Gruppen, brauchen dafiir also noch einen 
Operator zu diagonalisieren. BANERJEE, Das und Sana [9] wahlten dafiir K, mit 
der Quantenzahl mg. Wir schlieBen uns WaucH und Dosss an, die J? mit der 
Quantenzahl 7 diagonalisierten, fiihren also die Darstellung (k1jm) ein. 

Der Hammron-Operator (62) kann vereinfacht werden. Wir wahlen v) so, daf 
6, = 0 und lassen den Term »,J, weg, da er nur eine additive Konstante zu allen 
Ubergangsfrequenzen beitrigt. Weiter kénnen wir die Indices weglassen und 
fiihren noch den Parameter « = —J/v)6 ein: 


A 


H'= Ke a KOE, (63) 
Der zweite Term von (62) ist schon diagonal in der (k1jm)-Darstellung, da 
Keb Ay (S* Kk — £). (64) 


Wir miissen also nur noch K, diagonalisieren. Dazu bendtigen wir die Matrix- 
elemente 


: k(kb 1) = tt = 1) 42 7G = 1) 

(klgm | K, | klgm) = = mM, 65 
Me 259 + 1) o 

(kigm | K,| klj — 1m) = (klj — 1m|K, | kljm) = 
z I E+DG+E-DE+I+I+NEFI-F+H)RP— mph 
47°72) — 1) 27 +1) al 
Bei L>k ist j= k+1, k+1—1, ..., 1—k. Mit der Einschrinkung, daB 
m=j),)—1,..., — 7 gute Quantenzahlen bleiben, stéren sich diese j-Zustande. 


Die Matrix von K, und damit des Hammutron-Operators zerfallt also in Blécke mit 
den maximalen Dimensionen 24 + 1. Wenn wir uns auf k = 1/, beschrinken, 
haben wir also nur quadratische Sakulargleichungen zu lésen. Wenn wir den nun 
festgelegten Index k weglassen, bekommen wir 


m 


di +4om|K,|tl+ 4m) = + SEL 4)’ (67) 

(IU £Ygm | K, [UF Yym) = 4), i 2 Gam) |: (68) 
2 

Ut Yam | KL | 1 + Mam) = +4a(l + Ya F Yo) (69) 


und damit 


Ll + 1/,m| H’|1l + ym) = 43), |a(l 4 = 
(b+ "om | HW) tl + [,m) cE 4/s | (b+ 4s + 4/9) (ae val (70) 
dt + 4/,m | H’ bb Aim) eat), f — (aie (71) 


7 
z 
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l und m sind gute Quantenzahlen. Wir kénnen die Sakulargleichungen, die zu 
jedem Paar gehéren, getrennt behandeln. Fiir die Werte m — + (1+ 1/,) gibt 
es nur diagonale Terme 


Ey, + (44)) = Ya(al + 1). (72) 


Fiir alle anderen m-Werte gibt es quadratische Sakulargleichungen mit den 
Eigenwerten 
+ Sal a : 

Ein = cer (x? + 4[x21(0 + 1) + 2am +4 1])!2. (73) 
Aus (72) und (73) erhalt man auch die stérungstheoretischen Ergebnisse durch 
Entwicklung der Quadratwurzel. 
Alle Ubergangsenergien ergeben sich mit Hilfe der Auswahlregeln Am = + 1, 
Al = 0. Die Intensitaten der Linien sind proportional zu (Em | J, | LE’m + 1)%. 
Wir berechnen aber nicht diese Elemente, sondern berechnen diese Matrix in der 
(1j m)-Darstellung 


djm|J,|Vj mt 1)=4 (GF FmGtimt 1)}!2 by 5 jy (74) 


‘und iiben die unitire Transformation U auf diese Matrix aus, die H’ ‘diagonalisiert 
hat. Diese Transformation ist leicht aus den Eigenwerten (72) und (73) und den 
Matrixelementen (70) und (71) zu finden. Sie hat dieselbe Form wie die Matrix 


von H’ 


ite so = RS(1 am Sim, 1+4/,) ai O\m, U+4Ye> (75) 


cn Ree (76) 
mit 


R fetes CE Se sae eee I" - 
(ee Et ay + BE — 0 | tf) 


fe [ze == | HII a «8 


+ Ye | HT’ | 1 + 7/2) 


Das Spektrum wird fiir jeden J-Wert berechnet und dann mit den richtigen 
Gewichtsfaktoren iiberlagert. 


, n r wn thes 
Nil) = q zo p (") = ( wenns <0. (79) 


y nv 
so stat 


N gibt die Anzahl der Moglichkeiten an, aus einer Gruppe von n-Spins 4/, den 
Gesamtspin J zu realisieren und ist damit dieser gewiinschte Gewichtsfaktor. Wenn 
sehr viele Spins in einer Gruppe enthalten sind, wird N(l) fir die erdéBten I- 
Werte sehr klein und die entsprechenden Linien sind im Spektrum nicht zu finden. 
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Als Beispiel fiir ein derartig berechnetes A B°-Spektrum verweisen wir auf das 
Spektrum von Isobutan, Bild 15, das von WaucH und Doses [89] analysiert 


wurde. : 


aye 


35°30 AOS RECO MAS 2101 Se SO ae Oe 1, 


Bild 15. Teil des Spektrums von Isobutan bei 40 MHz [89]. Oben ist das experimentelle Spektrum, unten das 
Spektrum fiir « = 0,200 zusammen mit dem Grenzfall « +0. Die Uberginge von 1 = 9/2 wurden nicht | 
gefunden und deshalb weggelassen. Das mittlere Spektrum wurde erhalten, indem jede der theoretischen 
Linien durch eine Glockenkurve ersetzt wurde, die zu der ansteigenden experimentellen Grundlinie 
addiert wurde 


E. Andere Hilfsmittel zur Analyse der Spektren 


1. Die Momentenmethode 


Die Aufgabe, aus einem experimentell aufgenommenen Spektrum die einzelnen 
chemischen Verschiebungen und Kopplungskonstanten zu bestimmen, ist ein 
sehr miihsames Unternehmen in allen den Fallen, wo die st6rungstheoretische 
Behandlung nicht mehr anwendbar ist, weil die Kopplungskonstanten in der 
GroBenordnung der chemischen Verschiebungen liegen oder wo keine analytischen 
Ausdriicke fiir die Ubergangsfrequenzen und Intensitaten hergeleitet werden 
k6énnen, weil trotz Ausnutzung der molekularen Symmetrie immer noch Sakular- 
gleichungen hdherer Ordnung iibrig bleiben. Die Berechnung des Spektrums ist 
selbst dann sehr umstandlich, wenn alle chemischen Verschiebungen und Kopp- 
lungskonstanten vorgegeben sind. Sind diese Groen aber alle unbekannt, kann 
man nur durch systematisches Probieren eine Ubereinstimmung des experimen- 
tellen mit dem theoretischen Spektrum erhalten. 

Als Hilfe fiir diese Faille und auch fiir Spektren von Systemen vieler Kerne mit 
relativ wenigen Parametern (z. B. A?2.B*), wo die Rechenarbeit durch die iiberaus 
groBe Zahl der zu berechnenden Energieniveaus erschwert wird, ist die Momenten- 
methode gedacht. Von Van VLECK [86] wurde eine Momentenmethode angegeben, 
um die 2. und 4. Momente der breiten Kern- oder Elektronenresonanzlinien von 
Festkérpern auf die Dipol- und Austauschwechselwirkungen in den Spinsystemen — 
zurickzufiihren. ANDERSON und Mc ConnEtt [7] gaben die Momentenmethode 
zur Auswertung der Spektren der hochauflésenden Kernresonanz an. 
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a= 


Das gesamte Spektrum soll in eine oder mehrere Basismultiplettgruppen a, b, ... 
eingeteilt werden. Je mehr Basismultiplettgruppen in einem Spektrum zu finden 
sind und je mehr Gruppenmomente wir damit bestimmen kénnen, desto mehr 
Konstanten kénnen mit Hilfe der Momentenmethode bestimmt werden. Die Grup- 
penmomente der Gruppe a werden definiert durch 

ENE ae, a 


((y)*) —— ig n (Pn n mi 


og, 


; (80) 
mn 
Dabei sind die L,,“ die Intensitaten der beobachteten Ubergangslinien »,,“. Unter 
den Intensitaten miissen wir die integrierte Flache der Absorptionslinien ver- 
stehen. 

Die Einteilung des Spektrums in Gruppen a, b, ... setzt voraus, daB die Kerne in 
entsprechende Gruppen A, B, ... eingeteilt werden kénnen, so da& in guter 
Naherung die Linien @ von magnetischen Dipoliibergingen der Gruppe A her- 
rihren. Dies driicken wir durch die Forderung aus, da die allgemeine Auswahl- 
regel 


8 es ob hed ee Dae Oe (81) 

ersetzt werden kann durch 
Ni AP 0, usw. = De (82) 
F4, F®, ... miissen also gute Quantenzahlen sein. Der vollstandige Hammron- 


Operator fiir ein Molekiil mit 2 Kerngruppen A und B soll folgendermaBen ge- 
‘schrieben werden: 


A 


Hg? = — [Sv le + omit OTe Hf + 
z m i<j 
eee a ete es (83) 
m<nr es om 
eee ee iar PA TBs (84) 


Lm 


Die oberen Indices an den Kopplungskonstanten geben dabei die Gruppen an, 
zu denen die durch die unteren Indices bezeichneten Kerne gehéren. In JA? ge- 
hort i zu A und m zu B. Die F4, F? sind mit HA® — X4B vertauschbar und 
damit gute Quantenzahlen, wenn X4" weggelassen werden kann. Dies kann in 
guter Naherung geschehen, wenn 


A B 


| Vv; — Vm | 
ARE abate (85) 


vm 


d.h., wenn die chemischen Verschiebungen wesentlich groBer sind als die Kopp- 
lungskonstanten. ‘ 
Im folgenden verwenden wir nur noch den abgekiirzten Hamitron-Operator, 
fe ree yp ABC AD AC KX BOL.) (86) 
=H 


wobei die Gruppen A, B, C, ... Basismultiplettgruppen a, , ¢, ... geben. 
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- 


Weiterhin erhalten wir durch diesen Hamitton-Operator, da die Austausch- 
iiberginge aus den theoretischen Ausdriicken fiir die Momente wegfallen. Dies ist 
notig, da die Austauschtibergange im allgemeinen infolge ihrer geringen Amplitude 
experimentell nicht bestimmt werden kénnen, also auch fiir die experimentellen 
Gruppenmomente nicht beriicksichtigt werden kénnen. 

Wir stellen noch die nicht notwendige Bedingung fiir die Gruppe A auf, ~ 


1 (87) 


fiir alle ¢ und j in A. Wenn (87) nicht gilt, dann kénnen die Kerne in kleinere 
Gruppen eingeteilt werden. Wenn |»4 —v4|/|J#4|<1_ erscheinen sehr 
schwache Ubergangslinien an den beiden Enden des Basismultiplettspektrums. 
Da diese Linien wesentliche Beitraige zu den Momenten liefern, mu sehr sorg- 
faltig darauf geachtet werden, daB alle Linien mit erfaBt werden. Mit »,, = 
(EZ, — Em) bezeichnen wir die Ubergangsfrequenzen der Kernspins. Die Intensi- 
taten sind proportional zu | (I+)mn |?, wobei die mn die diagonalisierten Spin- 
funktionen darstellen sollen. Damit schreiben wir (80) um in 


a) Ximn Ymn)* | (4) tn lg 
((»)*) = Z| ns 


(88) 


Diese Momente kénnen nach Van VLECK in Diagonalsummen umgeformt werden. 


Dadurch kénnen die Momente berechnet werden, ohne die Energieeigenwerte d 


und die diagonalisierten Spineigenfunktionen zu finden. Es ergeben sich 


_ Spl, 14] I4 


ye Spl” a 
(On) = oe s 
omy =P Me i pee oe 


Sp bedeutet die Spur und die eckige Klammer den Kommutator. Es sind 
U4 = [H, 14], U4 = [I4, H). (93) 


Die Spurgleichungen fiir die n-ten Momente erhalten wir aus (89) — 92 : 
Hilfe der Gleichung (89) — (92) mit 


(Amy) = (= (yn) = 
= (yn) — {(y)e-2\ (vy) +o... (94) 


Wir behandeln den Fall eines Molekiils mit einer Gruppe A von Kernen, deren 
Spektrum aus einer Basismultiplettgruppe a besteht. Alle Kerne in A haben not- 


er 
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wendigerweise denselben Spin J4 und dasselbe y4. 


Der Haminron-Operator 
lautet: 


HAS — (Ble +S TEA TS - TP). me 


a) 


In die Gleichungen (89)—(94) eingesetzt ergibt sich 


(Av*) = NG 2; Ar4 = 0, (96) 

((A9)2) = NBD,(AvA)?, (97) 

(4 9*)8) = Na 2; (Arf)8, (98) 

Age) == NG {= (A yA)s + $74 (74 + 1) 2 (Arf — A par ciont (99) 
Dabei ist 

Arf = wf — 6). (100) 


Ny, ist die Anzahl der Kerne in Gruppe A, Groen mit Indices a, b, ... beziehen 
sich auf beobachtbare GréBen, waihrend Groen mit Indices A, B, ... theoretische 
Parameter des Kernspinsystems sind. 

Wir behandeln weiter den Spezialfall einer Basismultiplettgruppe mit zwei 
chemischen Gruppen von Kernen, NV, Kerne in Gruppe 1 und NV, Kerne in Gruppe2. 
Wir erhalten aus (96) und (97) die relative chemische Verschiebung 


A == Ajo Nt Aye, 


A? = NI* Nz" (Ny + N,)?((4%)?). (101) 


Ist jeder Kern der Gruppe 1 gleich an jeden Kern der Gruppe 2 gekoppelt, dann 
ergibt sich die Spinkopplungskonstante J4, 


3 (4) (NEF NDNA) ag 
Tis = 97 (T+ 1)(N, + Na) Ve my NNN, +My) 
Jy2\?__ 3N,N, (4) Nit |. (103) 
eer Ne NV) | A ONL (Ny Ng) 


Aus der Messung des ersten, zweiten und vierten Momentes eines Spektrums von 
Molekiilen, die nur zwei Gruppen adquivalenter Kerne enthalten, ergibt sich also 
leicht die chemische Verschiebung und die Kopplungskonstante. 

“Als Beispiel betrachten wir das 30 MHz-Spektrum von Orthodichlorbenzol, 
Bild 16, nach ANDERSON und Mc Connett [7] und erhalten daraus mit (101) bei 
N,=N,=2 4=7,8+40,5Hz und aus (102) [Ji, + J5 ‘la = 8,1 + 1 Hz. 
Die Spinkopplungskonstanten sind natiirlich nicht alle gleich, es ist Ji. = J gq, 
Ji3 = Jo. Porte, ScHNErDER und BeRnsTetn erhielten Jig = 8,3. Hz, Jig = 
1,7 Hz und A = 10,1 Hz bei 40 MHz. Die Kopplungskonstanten Jy, und Jo, 
kénnen wir mit Hilfe der Momentenmethode nicht bestimmen. 

Wir betrachten noch eine Basismultiplettgruppe mit 3 verschiedenen chemischen 
Gruppen. In diesem Fall gibt es mindestens 6 Parameter, 3 chemische Verschie- 
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bungen und 3 Kopplungskonstanten zur vollsténdigen Beschreibung des Spek- 
trums. Im allgemeinen Fall kann es jedoch noch wesentlich mehr verschiedene 
Spinkopplungskonstanten geben. Da die 3 ersten Momente nur von den chemi- 


— 
22H2z 


Bild 16. Protonenresonanzspektrum von Orthodichlorbenzol bei 30 MHz [7] 


schen Verschiebungen abhaéngen, kénnen wir sie zu deren Berechnung verwenden. 
Mit N,, N, und N,-Kernen in den Gruppen 1, 2 und 3 werden die 3 Gleichungen 


At) = yyy Made + Maded + Medvt] = 0, (104) 
1 

(A) = ay a dot + Waldod® + Neldv4)"], (105) 
1 

(1) = yw ado + Naldvd)? + We(dntyh. (106) 


Da die Gleichungen (104)—(106) vom zweiten und dritten Grad sind, ergeben 
sich Gleichungen 6. Grades fiir die chemischen Verschiebungen Avf. Datfiir 
kénnen wir zwar keine algebraische Lésung finden, aber wir finden leicht eine 
graphische Lésung. 

Wir definieren dazu den Parameter R 


R= (4 )9)[((4 »9)) 1°, (107) 
eliminieren unter Verwendung von Gleichung (104) eine Konstante und bestimmen 


((4 %)?), (A »*)3) und & als Funktion der beiden anderen chemischen Verschie- 
bungen. Dann lassen sich die GréBen 


Q, = Av (Ary (108) 

als Funktionen von & zeichnen. Fiir den Fall N, = N, = Ny ergibt sich z. B. 
R= 2, 25(Q) + 23), (109) 
"Ip = 924 + 2. Q,Q,. (110) 
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sild 17. Chemische Verschiebungen 2 eines Spinsystems mit 3 chemischen Gruppen von Kernen mit NV, = NV. Ne 
liber R [7] 


gen 
S 
D 


Ss 
Sw 


Chemische Verschiebun 
S 


ild 18. Chemische Verschiebungen 2 eines Spinsystems mit 3 chemischen Gruppen von Kernen mit 2N, = 2N, 
= N; iiber R [7] 
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Daraus erhalt man 


RENE ee UNO. (111) | 


In Bild 17 ist Q; nach Gleichung (111) iiber R gezeichnet. Wenn man Q = 25 = 
Q, annimmt, dann ist die Lésung eindeutig bestimmt. In Bild 18 und Bild 19 sind 
die Lésungen fiir die Falle 2N, = 2N, = Nz, wo es zwei mogliche Lésungen 


gen 
Ms 
S 


Chemische Verschiebun 


-15 ; 


- 20 
15 -10 -05 od ee EE ING 


Bild 19. Chemische Verschiebungen 2 eines Spinsystems mit drei chemischen Gruppen von Kernen mit 2, 
= N, = N; [7] 


Q,, Q,, 2, und Q,', Q,', Q,' gibt und 2N, = N, = Ng, wo die Lésung eindeutig 
im Gebiet 1,50 > | R | > 0,41 und dreideutig im Gebiet 0,41 > | R | ist gezeichnet. 
Als nachstes behandeln wir den Fall eines Molekiils, das zwei Basisgruppen von 
Kernen A und B enthalt, und das demzufolge auch zwei Basismultiplettgruppen 
aund b im Spektrum ergibt. Mit Hilfe des Hammuton-Operators H42? =H4® —X4B 
berechnen wird die folgenden Ausdriicke fiir die Momente 


(At) = NP SArt =0, (112) 
v 


((4 9f)2) NG LON WES Pal (Be 1) See ls (113) 


i,m 


(409)? Wa LS ee ee ETA 1 Ana PABA (114) 


y im 
i,m 
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(Ao) = NLD (A vf )t + 278 TP + 1) (A vf) (TAB)? + 
+ *fgl4 (4 + 1) d) (Avd — Av) (saa)? + 
<j 
+ "hsT®(I* + 1)(8 (17) + 877 + 1) SAR) + 


im 
i,m 


115 
He sl 1) OD Sin 8 Se)? ee 
ee m<n 
P folLEO UE? + LP DD San) ie — Jere + 


eee SiMe Tye > Uae hfe — sae 


m i<j 


Die entsprechenden Ausdriicke fiir die Momente der Gruppe 6 erhalt man aus 
(112) bis (115) durch Vertauschung von A und B. Die Gleichungen (112) bis (115) 
k6nnen auch auf mehr Gruppen ausgedehnt werden. 

In gewissen Fallen kann man eine Basismultiplettgruppe a weiter in Basisunter- 
gruppen a, aj-4,... einteilen, so daB es méglich ist, die Basisuntergruppen- 
momente ((4»%*)”) einzeln auf die chemischen Verschiebungen und Spinkopp- 
lungskonstanten zuriickzufiihren. Diese weitere Einteilung ist méglich in Fallen, 
wo die Eigenfunktionen des Spinsystems erstens als gleichzeitige Eigenfunktionen 
des Gesamtspinquadrates von einer oder mehreren Untergruppen von Kernen 
gewahlt werden konnen oder zweitens, als Basis fiir die Darstellung der Punkt- 
eruppe des Molekiils geschrieben werden kénnen. Wir gehen darauf aber nicht 
weiter ein und verweisen auf die Arbeit von ANDERSON und Mo ConnE Lt [7]. 
Immer, wenn man das Spektrum mit Hilfe der Momentenmethode analysieren 
will, mu bei der Aufnahme des experimentellen Spektrums besondere Sorgfalt 
geiibt werden, um die Genauigkeit der Resultate zu sichern. Das betrifft ins- 
besondere solche Fragen, wie die Vermeidung von Sattigungserscheinungen, 
unkontrollierbaren Verschiebungen des H,-Feldes oder der Hochfrequenz und von 
Nichtlinearitaéten der Abtastung. Besonders die ungeraden Momente reagieren 
sehr empfindlich auf solche Fehler. 


2. Die Doppelfrequenzmethode 


Die Anregung zur Durchfiihrung von Doppelresonanzexperimenten stammt von 
Brocu [12]. Von Bioom und SHoorery [74] und ANDERSON [5] wurde die Theorie 


entwickelt. ; 
Wir betrachten den Fall eines Systems zweier Kerne, deren chemische Ver- 
schiebung groB gegen die Kopplungskonstante ist. Der Hamuiton-Operator da- 


fiir lautet: 
H = — (gly: e, + wplg: e, + SEs: Ih), |@4 — og|>Jd. (116) 


Wir legen an das Spinsystem ein starkes magnetisches HF-Feld H, an, das in der 
ry-Ebene mit der Frequenz w, in der Nahe von wg rotiert und das Spinsystem B 
siittigt. Gleichzeitig beobachten wir die Uberginge des Spinsystems A, indem wir 
sin schwaches HF-Feld H, mit der Frequenz @, einstrahlen. Zur Lésung des 


18* 
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_ Problems gehen wir in ein Koordinatensystem iiber, das mit der Frequenz @_ 
rotiert. In diesem System wird der HamiLTon-Operator 


H = —[(w4 — 9) Ly &, + (wy — @,) Ip: e, + 
+ y, HI, + ey + yoH, Ty: ez + TL4: Ip). (117) 


Der erste Term ist gro® gegen die anderen I, enthaltenden. Man kann also sagen, — 
da® I, nur in der z-Richtung gequantelt ist. Ig ist andererseits in Richtung des 
effektiven Feldes im Winkel @ von der z-Achse gequantelt. Wir sehen leicht, daB _ 
bei O = 90° der letzte Term in (117) verschwindet, dadurch kommt die Linien- 


Bild 20. Vektordiagramm der Krafte, die im rotierenden Bezugssystem auf Iz bei verschiedener Orientierung von 
T4 wirken. Es ist I4 = Ig = 2/2 [14] ; 


aufspaltung infolge der Kopplung zum Verschwinden. Dies ist die Erscheinung, 
die wir ausnutzen wollen. Indem wir die A-Aufspaltung zum Verschwinden 
bringen, kénnen wir feststellen, an welchen Kern die Spins I, gekoppelt sind. 
Zur Bestimmung des Winkels dient Bild 20. Wir finden 


(wg + Jm, — @y) 


cos O(m,4) = man) (118) 
sin @(m,4) = eae (119) 
a(m4) = [(on + Img — @y)? + yi, AG]!. (120) 


Die Energieniveaus im rotierenden Bezugssystem sind 
EL (m4, mz) = —[mg(@4 — @y) + 
+ Mp( Oz — Mg + mMgJ) CoSO(m,4) + Me yzH, sin O(m,)]. (121) 


ma ist die z-Komponente des Spins J, und mg die Komponente des Spins I in 
Richtung des effektiven Feldes. Wir setzen I, = Iz = 1/,. Ubergiinge sind von 
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E(m, = 1/,) nach E(m, = —1/,) moglich. Im Fall H, = 0 sind nur zwei Uber- 
gange erlaubt, die beiden Linien des Dubletts mit der Aufspaltung J. In Anwesen- 
heit von H, sind alle 4 méglichen Ubergiinge erlaubt. Sind die Spins J, und Jp 
groBer als 1/,, dann kénnen 2 1,(27, + 1)? Linien auftreten, 

Die Ubergangswahrscheinlichkeit wird im Falle J p=/. proportional zu P = 
cos? €/2, wobei € der Winkel zwischen Anfangs- und Endzustand ist. Man muf 
allerdings beachten, daB sich die Besetzungsunterschiede der verschiedenen Mp- 
Niveaus bei gleichem m, in Anwesenheit von H, nicht mehr nach einer ungestérten 
Bourzmann-Verteilung verhalten, da Sattigung auftritt. Fiir die Spins A gilt die 
BottzMann-Verteilung noch, da hier anders als im Falle des OvERHAUSER- 
Effektes die Spinkopplung keinen wesentlichen Beitrag zur thermischen Relaxa- 
tion liefert. 

Fir I, = Iz = 1/, haben wir 4 Ubergange: 


A Ea = E(—*Js, fa) — Ea, fq) + og, (122) 
AE, = E(—1),, —1J2) — BCs. — fs) + og, (123) 
AB, = E(—*[x, 2) — EQ 4fa) + oa, (124) 
A Hg = E(—¥o, 4.) — Efe, — Yo) + og. (125) 


Durch Addition von @, sind wir wieder zum Laborsystem iibergegangen. Man 
kann 3 Falle unterscheiden: : 

a) Wz = wz, w, und H, veranderlich. Es ist cos @(+/.) = — cos O(— 1/3). Die Uber- 
gangsfrequenzen und Intensitaten sind 


AH, = AE, = w,4, AE, = 4 + 3/2J", 
AEg=o4— 42,5’, J’ = (J? + yp Hi)", (126) 
Py = Py = 4y3,H3/J”, 
EN Sieg Bond See (127) 


Bei H, = Oist J’ = J, c und d bilden das Dublett. Mit dem Auftreten von H, er- 
scheint die zentrale Linie bei w4, und wachst auf Kosten des Dubletts. Im Fall 


H, > J gibt es nur noch die zentrale Linie. 
b) a well , @, = yaH, das Modulationsfeld AH dient zur Abtastung des 


Spektrums, es ergeben sich Linien bei 
AH=0, (4H)? = [J*(y4 — vb) + 47472 Ha) |4ya(va — 7%). (128) 


Die Intensitat der Linie bei AH = 0 ist P, aus ( 127). ; 

e) ygH, > 1/,J, , und wg veranderlich. Es gilt in guter Naherung 0(1/5) = 
O(—1],) = Oy. 

Es gibt zwei Linien 


AE = w, + YoJd cos Oy. (129) 
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In Bild 21 sind experimentelle Ergebnisse zur Veranschaulichung der Erschei- 
nungen aufgefiihrt. . 


Hy =0,728G 2 


HO 4640AV=0) % 6 


H, = 0,4646 AV=770 Hz 7 


H, = 0,464%6 AV= 416 Hz 


Bild 21, Hinflu8 derJHinstrahlung der Resonanzfrequenz des P mit der Amplitude H, auf das F-Spektrum von 
Na,PO,F. 1. stellt das ungestérte Dublett dar, 2.—6. zeigen das Anwachsen der zentralen Linien auf 


Kosten der beiden seitlichen Linien mit wachsendem Hy. In 7. und 8, ist die Frequenz des H.-Feldes um 
4v von 2, entfernt [74] 
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3. Weitere Methoden 


a) Das Iterationsverfahren: Von Retiy und Swaten [63, 133, 134, 138| wurde 
ein Iterationsverfahren zur Berechnung von Spektren, fiir die keine analytischen 
Ausdriicke vorhanden sind, vorgeschlagen. Nach diesem Verfahren wurden von 
ihnen ABC-Spektren von Epoxydgruppen und das 4BCD-Spektrum von Glycid- 
aldehyd in sehr guter Ubereinstimmung mit den experimentellen Spektren 
berechnet. Ein ahnliches Verfahren wurde von Horrmann [116] vorgeschlagen. 
5) Ausnutzung von Lésungseffekten: Durch das Auftreten von Wasserstoft- 
briickenbindung ist es méglich, daf sich die relativen chemischen Verschiebungen 
verschiedener aquivalenter Gruppen in einem Molekiil andern [I 171, I 112, 135]. 
Diese Erscheinung kann zur Vereinfachung der Berechnung der Spektren aus- 
genutzt werden, wenn diese Lésungsverschiebung in dem Sinne verliuft, da8 sich 
dadurch das Verhiltnis J/6 verkleinert, d. h. daB die Spektren leichter zu iiber- 
blicken sind. Von ScHaEFER und ScHNEIDER [135] wurde auf diese Art und Weise 
z. B. das Spektrum von Vinylbromid untersucht. Eigene Messungen zeigten, daB 
dieser Effekt auch bei anderen Vinylverbindungen auftritt und ausgenutzt 
werden kann. 

¢) Wiggles-Modulation: Ein Verfahren zur sehr genauen Messung von Kopplungs- 
konstanten mit Hilfe der Wiggles-Modulationskurven, die sich ergeben, wenn ein 
Spinkopplungsmultiplett sehr schnell abgetastet wird, wurde von Corto [62] vor- 
geschlagen. Die Wiggles-Modulationskurve hat fiir ein Multiplett aus n aqui- 
distanten Linien mit einer binomischen Intensitéatsverteilung folgende Form: 


att,. (130) 


ro| ca 


t 1 1 
a(t) = 2"-1 V, exp (- r) cos {> at? — ase (n — 1) att COs 
Dabei ist V, die Intensitat des Signals bei ¢ = 0, 7’, die transversale Relaxations- 
zeit, a ein MaB fiir die Anderung der Larmorfrequenz und ¢, das Intervall zwischen 
den benachbarten Signalen. Der Abstand zwischen den Modulationsmaxima ist 
gleich 1/J: 
sal yc to (131) 


Mit Hilfe dieser Methode wurden z. B. von Guick und Botuner By [IT 12] die 
Kopplungskonstanten von Athyl- und Isopropylverbindungen. bestimmt. TURNER 
[145] erweiterte diese Methode auf den Fall von Multipletts, bei denen der Abstand 
der Linien nicht gleich ist und die auch keine binomische Intensitatsverteilung 
haben. Er bestimmte damit z. B. die Kopplungskonstante Jyp von SiH,D zu 
0,427 -+- 0,003 Hz und die chemische Verschiebung zwischen den Protonen in 
SiH, und SiH,D zu 0,0080 + 0,0005 + 10°. 


Ich danke Herrn Prof. Dr. A. Lésche fiir die standige Unterstiitzung bei der Abfassung dieser 
Arbeit. 
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1. Einleitung 


In diesem Abschnitt sollen die Erscheinungen untersucht werden, die auftreten, 
wenn der untersuchte Kern keine feste Stellung im Molekiil hat, also zwischen ver- 
schiedenen Stellungen in einem oder in verschiedenen Molekiilen ausgetauscht 
wird. Dies kann durch chemischen Austausch von Atomen, durch freie Drehbar- 
keit um bestimmte Bindungen im Molekiil usw. geschehen. Wenn dieser Austausch 
schnell genug vorgeht, erscheinen keine getrennten Resonanzlinien mehr, die den 
einzelnen chemischen Stellungen entsprechen, sondern es erscheint nur noch eine 
einzige Linie bei einer mittleren Frequenz. Auch die Multipletts, die durch die 
indirekte Spinkopplung erzeugt werden, kommen vollig zum Verschwinden. _ 

~ Von besonderem Interesse ist das Ubergangsgebiet, wo die Austauschgeschwindig- 
keit nur so groB ist, daB das urspriingliche Signal zwar sehr stark verandert wird, 
aber noch nicht zu einer Linie verschmolzen ist. Es wird gezeigt, daB die Kern- 
resonanz in diesem Fall ein sehr erfolgreiches Mittel zur Untersuchung der Aus- 
tauschmechanismen und der Austauschgeschwindigkeiten in den Systemen ist. 
Ahnliche Erscheinungen treten auch durch die Quadrupolrelaxation auf. Die 
Kerne mit Quadrupolmoment gehen standig schnell von einem Spinzustand zu 
anderen iiber, dadurch werden ahnlich wie im Fall der Doppelresonanz die Multi- 
pletts der Kerne, an die sie gekoppelt sind, gestort, verbreitert oder vollig zum 


Verschwinden gebracht. 


256 J. RANFT 


2. Die Veriinderung der Aufspaltungen infolge verschiedener 
chemischer Verschiebungen durch chemischen Austausch 


Wir betrachten ein einfaches System, in dem der chemische Austausch vor sich 
geht. Es gebe zwei molekulare Stellungen A und B, zwischen denen ein Kern X | 
standig auf statistische Art und Weise ausgetauscht wird. Die Verweilzeiten von 
X in A und B seien ty und rz. Diese Verweilzeiten haéngen mit den relativen Be- 
setzungszahlen der beiden Stellungen py, und pz = 1—py, folgendermaBen zu- 
sammen 


TA =) TB (1) 
Tz + Tz of tT + TR 


{Oy 


Der Kern hat in den beiden Stellungen A und B verschiedene chemische Ver- 
schiebungen. Es gibt also, wenn kein Austausch auftritt, zwei Signale, die im Ab- 
stand der gegenseitigen chemischen Verschiebung auftreten und deren Intensi- 
taten sich wie die relativen Besetzungszahlen verhalten. Durch den Austausch der 
X-Kerne andert sich diese Situation. Dies wurde erstmals von Gutowsky, Mc Cath 
und SLIcHTER [JJ 16], Gurowsky und SarKa [15], und Gutowsky und Hom [14] 
untersucht. Mc ConnELL [32] fiihrte eine vereinfachte Behandlung ein, indem er 
zur Herleitung der Erscheinungen von modifizierten BLocuschen Gleichungen aus- 


ging 


‘ i 1 Up 
ts + (@4 — w)v4 = —U ( ; 2 
A ul A A Tos a ee (2) 
5 1 1 U4 
Up + (wg — w)vg = —U ( aie aes 3 
B B B B Tos a _ (3) 
b il if UR 
V4 — (M4 — O)Uy = Vv | | 
A (w4 )us A (7 ey a M4, (4) 
v (w w)u v ( Zo apht| ages M 
TB Op = } z 
B B B Tos me 1 = C01 14 2B, (5) 
: M 1 il M. 
Mi ot, SY Sa ae 
. M 1 1 M. 
Moon ae ( ae 
2B ae 2G ie ie pe (7) 


Das Wesen der Modifikationen besteht zum Beispiel bei Gleichung (2) in der 
Addition zweier Terme — w4/74 und Up/tz. Der erste dieser Terme — u alta Aviickt 
die Verkleinerung der ug-Magnetisierung durch den Ubergang von X-Kernen 
von Stellung A in Stellung B aus. Der zweite Term u a/Tz Ariickte die VergréBerung 
der u4-Magnetisierung durch den Ubergang von X-Kernen aus der Stellung B in 
a ae A aus. Ahnliche Betrachtungen gelten auch fiir die Gleichungen (3) 
is (7). 
Fir die meisten Anwendungen auf dem Gebiet der hochauflésenden Kern- 
resonanz k6nnen wir Sattigungserscheinungen ausschlieBen und damit Moe 
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My, und M,; = M op Setzen. Weiter fassen wir Real- und Imaginiirteil der trans- 
versalen Magnetisierung zusammen G = uw + iv und erhalten damit die beiden 
.Gleichungen 


dG 

aT + o4G, = — iyH,Mys + Ges oe (8) 
TB TA 

dG 

i + o%pGzp = — ty H,Myp aR fe =a SS (9) 
TA TB 


a4 und xg sind dabei die folgenden komplexen GréBen 


OX; SS = A Se : 8) 
A ia ( A ); (i ) 
= aint = L ( ee! ) 11 
x U\@ @). 
B ie B v ( ) 
Wir konnen weiter setzen 
Moa = pan, Mys a PpM. (12) 


Die Lésungen von (8) und (9) unter den Bedingungen der langsamen Abtastung, 
wie sie bei den hochauflésenden Experimenten vorliegen, erhalten wir, indem wir 


dG AG 
ripcurd: Co hed TRL 


setzen. Damit erhalten wir die gesamte komplexe transversale Magnetisierung 


(t4 + tz + Tata(X4Pa + XBPz)) (14) 
(1 + a4t4)(1 + optz)—1 © 


G= G4 + Gzp= — 1yH, My 


Das Absorptionssignal ist dem Imaginarteil von G proportional. 

Wir betrachten als erstes die beiden Grenzfalle, die sich ergeben, wenn die Lebens- 
dauern t,4 und tz entweder lang oder kurz sind. Unter langsamem Austausch 
verstehen wir den Fall, daB die Lebensdauern ty und tz groB gegen (w4 — wz)"} 
sind. In diesem Fall erscheinen noch einzelne Signale in der Nahe der Frequenzen 
@4 und w ;. Wir erhalten in der Nahe von wy (@z ist dort sehr klein und wird ver- 


nachlassigt) 


: PATA 
~ = —_-_—— 15 
G G4 DAE OND a Bagrept (15) 
pe 
fxs (pSite eee Peat (16) 


1 1 
see le, co 


Das ist ein verbreitertes Signal in der Nahe von wg, der Austausch fiihrt also zu 
einer zusatzlichen Verbreiterung der einzelnen Linien. Das Signal bei w, ist ent- 
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sprechend. t4 und tg kénnen aus der Linienbreite abgeschatzt werden, wenn 7'54 


und 7',3 bekannt sind. vans 
Im Fall von schnellem Austausch sind rt, und tz klein. Es ergibt sich 


f TA + TR iyH,M, 
G@estei pH = 18) 
pre k: Kata + XBTB Pars + PBXB ( 
T" | 
ee : 19 
7 pore 1+ T}(paoas + PaOz — )? ) 
| Pa, Pa (20) 


Te Tes) Pep 


Das ist eine Resonanzlinie mit dem Zentrum bei der mittleren Frequenz w = p4w,4 
++ pgwg. Wenn der Austausch nicht ganz so schnell ist, erscheint die Linie breiter 
als durch (20) angegeben wird. Es gilt dann 


1 r PA 
bh es core! be) 


PB 
Tsp 


=2 + papp(@4 — z)*(t4 + Tp). (21) 


Die groBte Bedeutung besitzt das Gebiet des mittelschnellen Austausches. 
Wir gehen wieder von Gleichung (14) aus. Weiter nehmen wir an, daB T.4 = Top. 
Wenn kein Austausch stattfindet und keine Uberlappung der beiden Linien auf- 
tritt, ist der Abstand der Linien dw. Damit wird 


vie (7 =, (40 t s)} (22) 


1 
«a= (p — (40-*2)). 
2 a 


Aw ist der Abstand der eingestrahlten Hochfrequenz vom Zentrum der beiden 
Komponenten. Wir erhalten fiir v 


(23) 


(ies 


v= —yH,M, Pe Re : (24) 
Mit 
1 6 a\? 1 
Parla — dor +(Z)| 42, ; (25) 
Xa) 
Q=+[40— FP. — Pad], (26) 
Ro Age | ee 27 
T, 2 A B)> (27) 
pe ead BAS (28) 
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Im allgemeinen soll aus den Messungen + bestimmt werden. Dies kann mit Hilfe 
des experimentell gemessenen Linienabstandes der beiden Komponenten ge- 
schehen. Die Lage der beiden Maxima und ihre Abhangigkeit von t wird durch die 
Maxima von (24) gegeben. Diese Maxima erhalt man aus der Lésung der Gleichung 
5. Ordnung, die sich ergibt, wenn (24) nach Aq differenziert wird. Fir den Fall 
Pa = Pp, T4 = Tz = 21 erhalten wir dafiir 


™ Ue) ans (4 Eo Vihen)® 1 
coe 1 epee 


a (i +7) ( +7) -78 (2 + 7] so) <0, (29) 


Bild 1. Der relative experimentell beobachtete Abstand 6 w, zweier gleich intensiver Resonanzlinien als Funktion 
der Austauschgeschwindigkeit 1/76 w fiir verschiedene Werte von 7'26 [14] 


Eine Lésung von (29) ist immer 4 = 0, das ist ein Maximum oder Minimum, 
je nachdem, ob ¢ kurz oder lang ist. 

Wenn die Linienbreite, also 1/7',, klein gegen 6 ist, also wenn T,60 groB ist, kann 
man die Glieder mit 7’, in (29) vernachlassigen. In diesem Fall hangt die beob- 
achtete Aufspaltung nur von 7 ab, nicht von einer teilweisen Uberlappung der 
beiden Linien. Dies gibt ein einfaches Resultat fiir dm,, die experimentell be- 
obachtbare Aufspaltung 


g "/2 = 
60, = 240 ={1 — 2 da@ wenn téd@ > V2 (31) 
i TO? 
und s 
6a=0 wenn td0o</2. (32) 


Ab tdv < V2 wird nur noch eine Linie beobachtet. Die allgemeine Lésung 
von (29) ist 


1 1 f d6o\ (T?2 47 4 \ s/s) "hs 
doma{-s(>+2)isn(P)\G+oe+s) fs 69 


3 
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In Bild 1 und 2 ist die Abhaingigkeit von dw, von t und 7’, nach den Gleichungen 
(33) und (31) gezeichnet. " 

Aus Bild 1 und Bild ist ersichtlich, daB fiir 1/7',6w Werte, die groBer als ungefahr 
1/3 sind, die experimentell erscheinende Aufspaltung der Linien auch im Falle sehr 


Bild 2. Andere Darstellung von Bild 1 zur besseren Bestimmung von 1/té w aus den experimentell beobachteten 
Werten von 6 @,/6 w [14] 


Ue 


7,00 


0 0204 06.08.16, 72 


Bild 3. Wirkung der Uberlagerung zweier gleich intensiver Resonanzlinien auf die im Spektrum erscheinende 
Aufspaltung als Funktion der Linienbreite 2/76 woo. 6 Woo ist die beobachtete Grenzaufspaltung. Die 
genaue chemische Verschiebung ist 6 w [14] 


- tee 
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langsamen Austausches durch die Uberlappung der beiden Linien verringert wird 


und nicht den Wert 6@ erreichen kann. Wenn wir mit 6@o die beobachtete 
Aufspaltung fiir t > oo bezeichnen, dann erhalten wir da wie folgt 


do = 0 Woo » Carne il 15 1 1, 


Dabei ist 6. = 2A... In Bild 3 ist 8w/5a, als Funktion von 2 T 
Gleichung (34) aufgetragen. / ion von 2/T',5 co nach 


25° 168° 


140° 


157° 


158° 


162° 


0 26 0 26 


Bild 4. Temperaturabhangigkeit des Protonenresonanzspektrums vom Dimethylnitosamin bei 40 MHz [27] 


Kin experimentelles Beispiel: Zur Illustration der Ergebnisse betrachten wir 
als Beispiel Dimethylnitrosamin, das von Loonry, Puimires und Remy [27] 
behandelt wurde. Man muB sich das Molekiil als Uberlagerung der beiden Re- 
sonanzstrukturen I und II vorstellen 


CHy, fo CHy. > 
N—N 7 +N=N rue (35) 
CH,’ CH, 


Durch den teilweisen Doppelbindungscharakter der NN-Bindung geht die freie 
Drehbarkeit um diese Bindung verloren. Es tritt Rotationsbehinderung ein. 


[9 Zeitschrift ,,Fortschritte der Physik“ 
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Daraus resultiert, daB die beiden verschiedenen chemischen Verschiebungen der 
beiden CH,-Gruppen nicht ausgemittelt werden konnen. Bei normalen Tempe- 
raturen treten zwei getrennte Resonanzlinien auf, die bei 40 MHz eine chemische 
Verschiebung von 25 Hz aufweisen. Mit steigender Temperatur treten immer 
haufiger Umklappungen auf. Wenn 1/7 gréBer wird als dw [yv2 tritt nur noch eine 


einzelne Linie auf. Dies ist bei 1/7 = 2a - 27/V2 = 110s! der Fall. Aus Bild 4, 
wo die experimentell beobachteten Protonenresonanzlinien bei verschiedenen 


1,0 

09 
08 | 

07 


06 
05 


07 
BEX) DES BH BOO G3 ESE ESS 2H 
ois 3 
7 x70 


Bild 5. logy (1/76 wm) tiber 1/7 fiir NN-Dimethylnitrosamin [27] 


Temperaturen angegeben sind, ist ersichtlich, daB dieser Fall bei 180°C auftritt. 
Gutowsky und Hoim [74] nehmen an, daf fiir diesen Umorientierungsproze8 


folgende Gleichung gilt: 
1 
= =k=y, exp (—L,/h7): (36) 


Dae 


Dabei ist v) ein Frequenzfaktor und H, das Potential, das der Rotation entgegen- 
steht. Dies 1a8t sich umschreiben in 


1 2» i 
] pecan \ ee 0 a 
: > (<5) 10810 Ge) 23RT 7} 


In Bild 5 ist logy) (1/76) fiir obiges Molekiil tiber 1/7 gezeichnet. Aus der Kurve 
ist ersichtlich, daB 


E, = 23 keal, 
vy) = 0,7 + 1018 g-1, (38) 


‘ 
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Die obige Theorie kann leicht auf den Fall ausgedehnt werden, da® der Austausch 
zwischen mehr als zwei chemischen Stellungen vonstatten geht [I 97]. 

Ks muf darauf hingewiesen werden, daB dasselbe Problem auch allgemein mit 
Hilfe des Dichtematrizenkalkiils behandelt werden kann. Dabei ist insbesondere 
auf die Arbeiten von ANDERSON [7], Kuso und Tomrra [24], Kuso [23] und Sack 
[48] hinzuweisen. Es soll hier aber nicht auf diese umfangreichen Theorien ein- 
gegangen werden. 


3. Die Stérung von Spinkopplungsmultipletts durch Austauscherscheinungen 


Auch die Multipletts, die durch die indirekte Spinkopplung hervorgerufen werden, 
kénnen durch Austauscherscheinungen zum Verschwinden gebracht werden. 
Wenn die Kerne der Gruppe, deren Resonanz beobachtet wird, oder die Kerne der 
Gruppe, an die die beobachtete Gruppe gekoppelt ist, mit einer bestimmten 
Geschwindigkeit zwischen identischen Stellungen in verschiedenen Molekiilen 
ausgetauscht werden, wie dies zum Beispiel meist bei den OH-Protonen von Alko- 
holen der Fall ist, wird das Multiplett verbreitert oder kommt ganz zum Ver- 
schwinden. 

Wir beschranken uns auf die Untersuchung der Erscheinungen, die bei Multipletts 
auftreten, bei denen die chemische Verschiebung wesentlich gréBer ist als die 
Spinkopplungskonstante. In diesem Fall kann man bekanntlich JI, + I, durch 
J I,4I,, ersetzen und erhalt einfache symmetrische Multipletts. 

Dieser Fall wurde erstmals von Gurowsky, McCann und Suicutsr [JJ 16] 
behandelt. GRuNWALD, LOEWENSTEIN, MErBoom und Mitarbeiter behandelten in 
einer Reihe von Arbeiten einige Molekiile und untersuchten dabei die Art der 
vorkommenden Austauschprozesse sehr griindlich. Hine weitere Arbeit stammt 
von TAKEDA und SressKaL [51], die insbesondere eine Zusammenfassung der 
Methoden zur Auswertung eines verbreiterten Dubletts gaben. 

Wir behandeln ausfiihrlich den Fall eines Dubletts. Dazu kénnen wir wieder von 
Gleichung (14) ausgehen. In diesem Fall gibt es nur noch eine Relaxatignszeit T',. 
Fiir beide Linien Aq ist jetzt der Abstand der eingestrahlten Hochfrequenz von 
der Frequenz, an der die Linien erscheinen wiirde, wenn keine Spinkopplung vor- 
liegen wiirde. Weiterhin gibt es nur noch ein t. Unter dm verstehen wir jetzt 
die GroBe der Spin-Spin-Kopplung. Unter diesen Bedingungen wird (14) zu 


2 
Oa il : 6 
foe fm —i(40 4° \i i+ ela — i(40— Ff -3 


Es ist zu beachten, daB r hier im Gegensatz zu Gleichung (28) nur als Lebensdauer 
der Kerne der Gruppe in einer Stellung definiert ist und damit doppelt Se) grok 
ist wie t in (28) im Fall ry, = tg. Das Absorptionssignal v erhalten wir als Imaginar- 


M | A D 2 f] a) v | 


: 1 
—1t0,M ot 2 + & —iA ») | 
(39) 


G = 


Ono) 60 


. (40) 
eered Aw\? 1 1 OWN 
aso (Fe) + eavor (55) [2 + sae 2) +(e) 


264 J. RANET 


2 1 | 
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Wenn sowohl 7, als auch t sehr groB werden, ergibt (40) zwei gleich grobe scharfe 
Resonanzlinien im Abstand 6m. Wenn 7’, einen festen endlichen Wert annimmt 
und 7 sehr gro8 wird, ergibt die Gleichung zwei Linien, deren Abstand durch teil- 
weise Uberlappung etwas kleiner als 6w sein kann. Wenn sowohl 7’ als auch + 
endlich sind, gibt es entweder eine oder zwei Linien. So wie sich 1 verkleinert, 
veraindert sich das Spektrum kontinuierlich aus einem Dublett in eine einzelne 
Linie. Wir erhalten als Aufspaltung der beiden Linien (Abstand der beiden Maxima) 
folgenden Ausdruck : 


foe {[42.002 + (1,0) + 8) RY + 
1,50)? + 2)R— t)"_ arm — RT dol” 42 
+ ((2'g6w)? + 2) Tie,” == — 2 o| : (42) 


Die Bedingung dafiir, daB 6a, reell und = 0 ist, lautet: 


1 


a de: fe 3 
fie 7 2R > 0. (43) 


Das ist gleichzeitig die Bedingung dafiir, daB noch zwei Linien auftreten. Wenn 
T..6w —> oo, wird (42) zu 


OWe 1 a 
60 ( ie <a) ; 4) 


Das ist dieselbe Gleichung wie (31), nur da hier t doppelt so groB ist wie in (31). 
Deshalb sind auch die in Bild 1 und 2 dargestellten Beziehungen zwischen 6@,/6a, 
1/td6@ und 7,6 fir diesen Fall giiltig, wenn wir den Abszissenmafstab der Bilder 
entsprechend verandern. 

Fiir die Falle, unter denen die beiden Linien zusammenfallen, geben TAKEDA 
und StEJsKAL [51] zwei verschiedene Moglichkeiten zur Bestimmung von tdw an. 
Die erste Methode verwendet die Halbwertsbreite des Signals 6a), 


Sons a Peta cee ue ats Ie 
50 160 | T,d0) \R~ td0 Hemet | ‘)| ‘ 


| ( 1 | 1 2 8 a 
Pn ew Awe a) ; () 


In der Grenze rdw — 0 ergibt (45) 


Oe 
bo | Toda. (oe 


Man mu bemerken, da (45) auch im Fall eines schlecht aufgelésten Dubletts 
gilt und auch in diesem Fall zur Bestimmung von té@ verwendet werden kann. 
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In Bild 6 ist 61;,/S@ als Funkti iir ; 

Bes cben, },[6@ un a von td fiir verschiedene Werte von T,dw 
Die zweite Methode, die insbesondere im Gebiet noch schnelleren Austausches 
niitzlich ist, verwendet das Verhaltnis der maximalen Amplitude I des beob- 


15 


0@12/0W 
Seg 


0 05 70 (eX 20 
TOW 


Bild 6. 6 w,;2/6 @ als Funktion von t6 @ fiir verschiedene Werte des Parameters 726 w [51] 


0 OS; 70 Eo 20 
TOW 


Bild 7. Z/I, als Funktion von té » nach Gleichung (47) fiir verschiedene Werte des Parameters 7,6 w [51] 


achteten Signals zur Amplitude J, des Signals im Falle t = 0. Man erhalt 


see et (47) 
rime ne tS 


Die Giiltigkeit dieses Ausdruckes setzt natiirlich voraus, daB peinlichst darauf 
reachtet wird, daB keine Sattigungserscheinungen bei der Aufnahme der Spektren 
wiftreten, die die Linienintensitat anderweitig verandern kénnen. In Bild 7 ist 
[/I, iiber td fiir verschiedene Werte des Parameters 7',6a gezeichnet. 

Fiir den Fall langsamen Austausches, wenn die beiden Linien des Dubletts noch 
yetrennt erscheinen, verwendeten LOEWENSTEIN und Mersoom [25] noch eine 
indere Methode zur Bestimmung von t. Sie verwendeten dazu das Verhaltnis 
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des Maximums der Kurve zum zentralen Minimum Imax/min- In Bild 8 geben wir 
Tmax/Zmin als Funktion von 16a fiir verschiedene Werte von 2/T,dm an. 
LOEWENSTEIN und Mersoom [25] und GrunwaLD, LOEWENSTEIN und MErBOoM 
[10] geben die Kurven fiir das Verhaltnis der maximalen zur minimalen Amplitude 
im Fall langsamen Austausches und der Halbwertsbreite des Signals im Fall 
schnellen Austausches auch fiir Spinkopplungstripletts und Quadrupletts an. 
Alle diese Ergebnisse gelten 

aber nur unter der Einschran- 

kung, daB die chemische Ver- 

schiebung wesentlich grédBer PH 
als die Spinkopplungskon. 

stante ist. Mit Hilfe der Dich- 

tematrizenmethode wurde von 

Kapitan [21] ein Verfahren 

entwickelt, das dieselben Er- 

gebnisse ohne diese Einschran- 7,0 
kung liefert, also auch dann 
nochangewendet werdenkann, 
wenn die chemische Verschie- 
bung und die Spinkopplungs- 
konstante in derselben GroBen- 
ordnung liegen. 

Im Bild 9 sind zur Illustra- 


16 
tion eine Reihe von Spek- 
tren von N-Methylacetamid 
CH,;CONHCH, bei verschiede- 
nen pH-Werten angegeben. 
5,0 
6,3 
88 
7 é ae wer 5 6 8 10 N-Methylacetamid 26M 


Bild 8. Imax/Imin tiber 76 w fiir verschiedene Bild 9. Spektrum von N-Methylacetamid in 2,6-molarer waBriger 
Werte des Parameters 2/76 fiir Loésung bei verschiedenen pH-Werten [2] 
ein Spinkopplungsdublett [25] 
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Diese Spektren stammen von BerGer, LOEWENSTEIN und MErBooM [2], die mit 
Hilfe der oben behandelten Verfahren den Austauschmechanismus in diesem 
Molekiil eingehend untersuchten. 


4. Die Stérung von Spinkopplungsmultipletts durch Quadrupolrelaxation 


Die breiten Linien, die man im allgemeinen von Kernen mit Spins J > 1/2 erhdlt, 
sind auf die elektrischen Quadrupolmomente, die diese Kerne besitzen, zuriick- 
zufiihren. Das Quadrupolmoment tritt in Wechselwirkung mit den schwankenden 
-elektrischen Feldern, die durch die molekulare Umgebung am Ort des Kerns 
hervorgerufen werden. Durch diese Wechselwirkungen werden Uberginge der 
Kerne zwischen den verschiedenen Spinzustanden hervorgerufen, die Spingitter- 
relaxation wird starker, und dadurch werden die Linien verbreitert. 
Porte [46] untersuchte den Hinflu8 der Quadrupolrelaxation auf die durch Spin- 
_kopplung mit dem Kern mit J > 1/2 hervorgerufenen Multipletts eines Kerns vom 
Spin J = 1/2. Ohne die Quadrupolrelaxation bestiinde sowohl das Spektrum des 
Kerns mit J > 1/2 als auch das Spektrum des Kerns oder der Kerngruppe mit 
I = 1/2 aus einem Multiplett. Die Quadrupolrelaxation beeinfluBt die beiden 
Multipletts, aber auf verschiedene Art und Weise. Das Spektrum des I > 1/2- 
Kerns wird mit stiarkerer Quadrupolrelaxation immer mehr verbreitert und 
schlieBlich zu einer einzigen breiten Linie. Die Quadrupolrelaxation wirkt jedoch 
nicht direkt auf die Kerne mit J = 1/2. Die Multipletts dieser Kerne werden 
ahnlich gest6rt wie im Fall des chemischen Austausches der Kerne der anderen 
Gruppe oder wie im Fall der Doppelresonanz, wenn die Resonanz der anderen 
Kerngruppe gesattigt wird. Bei langsamer Relaxation werden die Linien des 
Multipletts der J = 1/2-Kerne verbreitert. Wenn die Relaxationsrate gréRer wird, 
verschmelzen die Linien zu einer einzigen breiten Linie, die dann schlieBlich wieder 
scharf wird, wenn das Umklappen der J > 1/2-Kerne so schnell erfolgt, da den 
Ubergangen der 6 = 1/2-Kerne kein besonderer Zustand der anderen Kerne mehr 
zugeordnet werden kann. Das ist der Grund dafiir, daf die Spektren von J = 1/2- 
Kernen in Molekiilen, die auch J > 1/2-Kerne enthalten (z. B. Chlor), oftmals 
keine Anzeichen einer indirekten Spinkopplung mit diesen Kernen enthalten. 
Protonen, die an N™ gekoppelt sind, liefern oftmals eine verbreiterte Triplett- 
struktur oder eine einzelne breite Linie [J 108, 34]. 
Wir betrachten einen Kern mit J = 1/2, z. B. ein Proton, das an einen Kern mit 
dem Spin I gekoppelt ist. Dieses System besitzt im auBeren Magnetfeld 2(2Z + 1) 
Zustande (n,.m) mit 


m=+1/2, m=—I,...,4+ 1. (48) 


Das Multiplett der Protonenresonanz wird durch die (2/ + 1) Ubergange 
~ (—1/2, m) > (+1/2, m) erzeugt. Die einzelnen Protonenlinien werden verbreitert, 
wenn die Lebensdauern des zweiten Kerns in den einzelnen Zustaénden m kurz 
sind. Wenn der Kern mit dem Spin J im Zustand m die Wahrscheinlichkeit 1/T,, 
besitzt in der Zeiteinheit in einen anderen Zustand iiberzugehen, wenn andere 
Verbreiterungsmechanismen vernachlassigt werden und wenn die Verbreiterung 
klein gegen die Multiplettaufspaltung ist, erhalten wir fiir die Linienform dieser 
Komponente des Multipletts 
side BT Min BE an 49 
Im() = 1 + 47272, (vy — %m)? oe 
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Wir miissen also die Lebensdauern t, des Kerns mit dem Spin J in den ver- 
schiedenen Zustanden m finden. Dazu brauchen wir die Wechselwirkungsenergie 
des elektrischen Kernquadrupolmomentes mit den schwankenden elektrischen 
Feldgradienten 


F=Q-yE= >(-1)?Qp(VE)-p. (50) 


Diese Schreibweise wurde von Pounp eingefiihrt [47]. Q und yE sind die Dyaden 
des Quadrupolmomentes und des Feldgradienten. Die Matrixelemente von F 
zwischen den verschiedenen Zustanden m des Kerns sind [47] 


(m|F|m) = A[3m® — I(T + 1)] (VE)o, (51) 


(m|Flm+1)=F V8 (2m +1)(Z+m+1)0F m)J?(VE)s1, (62) 
(m |F|_m + 2) = 
4 V8 aa + m) (I= m—1)\(LL m+1)\(Lim+2))(VE)z2, (68) 


eQ 
is 271(21 —1)- Oa) 
Alle anderen Matrixelemente verschwinden. Der schwankende elektrische Feld- 
gradient kann also nur Ubergange dm = + 1 oder + 2 induzieren. Wenn man 
eine axialsymmetrische Umgebung des Kernes annimmt, kann man die Kom- 
ponenten des Feldgradienten (VE), als Funktion des folgenden Skalars aus- 
driicken 


eg = —e > (3 cos?O; — 1) 75°. (55) 
j 


Dabei ist @; der Winkel zwischen der Richtung des Elektrons j und der Sym- 
metrieachse. Damit erhalten wir fiir die (V Z), [47] 


(VE), = + eq(3 cos? O — 1), (56) 
(VE).;= +4) 6eqsin O cos O exp (+ i), (57) 
(VE)i°= ie eq sin? O exp (+ 27@). : (58) 


@ ist der Winkel zwischen der Symmetrieachse und der z-Richtung, lings der die 
Spins quantisiert sind. 

Als niichstes wollen wir die Ubergangswahrscheinlichkeiten zwischen den ver- 
schiedenen Zusténden finden. Wir gehen dabei von der Bloembergenschen Re- 
laxationstheorie aus [4] und nehmen an, da eine Korrelationszeit 1, existiert, 
so da die Autokorrelationsfunktion fiir jede Komponente des Feldgradienten zu 


exp (—t#/t,) wird. Damit wird die Ubergangswahrscheinlichkeit zwischen den 
Zustanden 7 une 7 infolge F 


y Ue 


Py = Dre 7 (59) 
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Vii ist dabei die Ubergangsfrequenz. Unter unseren Bedingungen ist die Korre- 
lationszeit t, klein gegen 1 /»;;- Damit wird (59) zu 


Dg eee ee 
Py =F IGIFIDE w (60) 


Die (7 2)p/? werden alle zu (1/20)e?q?. Mit (51) bis (54) und (60) erhalten wir 
damit die ;;, z. B. fiir J = 1 
3 


Pag = Py -1 = 2Po, 41 = 2P 10 = 55 


ef 
rv) PQ rE: (61) 


Die inverse Lebensdauer eines Zustandes m fiir einen Kern mit dem Spin J wird 


1 4 
Im rae ay afte m1 ms AS Ea gs m+2 = CU, m) ain. (62) 
Tabelle 1 
C(I, m)-Werte nach gréBer werdendem m geordnet 
ar C(I, m) 
1 ae iy y 
40 40 40 
( 1 1 1 1 
3/2 — — — = 
/ 10 10 10 10 
9 100 13° 10 13 10 
160 160 160 160 160 
5/2 45 69 54 54 69 45 
1000 1000 1000 1000 1000 1000 


Die Zahlenfaktoren C(I, m) sind in Tabelle 1 angegeben. Diese Ausdriicke sind 
proportional den Verbreiterungen der Komponenten des Multipletts eines Protons, 
das an einen Kern mit J = 1 gekoppelt ist. 

Die Verbreiterung der Komponenten des Kerns mit J > 1/2 erhalten wir mit 
Hilfe der Spin-Gitter-Relaxationszeit 7. Da 7, fiir J > 1 schwer zu definieren 
ist, beschranken wir uns auf J = 1. Wenn n_, n, und n, die Besetzungszahlen der 


Zustainde J, = —1,.0, +1 sind, erhalten wir 
dn : 
His ae (Pozo + Pai) 2 + Po-1 % + P1-1 m4, (63) 
gis 64 
ap ahi + Po, +1) % + Pro 2+, (64) 
dns. a pe 
—— = Ps, Mo Poi Mo — (Pu + Pi -1) M- (65) 


dt 
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Das resultierende magnetische Moment in z-Richtung ist proportional zu ny — n-. 
Wir erhalten 


d 1 
ai (m+. 5 Ma) = — 7, (m4. —— n=). (66) 
Mit : apn 
1 é 
Aime Poach 2Phs eae? te (67) 
F | 


Diese Herleitung ist nicht ganz exakt, fiihrt aber auf das richtige Resultat. Da 


die Lebensdauer der einzelnen Protonenzustande geniigend lang sind, wird jede 


Komponente des Multipletts des Kerns mit J = 1 gleichartig durch die Quadrupol- 

relaxation verbreitert. Unter der Bedingung 7, = T, ist die Linienformfunktion 
der Komponenten . 
20, 

Ce es igre recat 


also dieselbe wie fiir die Komponenten 
des Protonenmultipletts, nur da Tt, 
durch 7’, ersetzt wurde. 
Fiir Protonen, die an Kerne mit J =1 
gekoppelt sind, erhalten wir das Verhaltnis 
der Verbreiterungen der zentralen Kom- 
ponente des Protonentripletts zur duBeren 
Komponente des Protonentripletts zu 
Bild 10. Protonentripletts von N“H,. Die beiden einer Komponente des Multipletts des 
kleinen Linien symmetrisch zur mittleren Kerns mit J = 1 wie folgt Dea Bys Ix. 
Komponente stammen vom natiirlichen : 
Gehalt an N*® H, her [43] Dies kann z. B. an dem Spektrum von 
NH, iiberpriift werden. Das Protonen- 
spektrum dieser Verbindung s. Bild 10 [43] zeigt die stiirkeren Verbreiterungen 
der auBeren Komponenten des Tripletts sehr klar. Das exp2rimentelle Verhaltnis 
70: 47,5 kommt dem theoretischen 3 : 2 sehr nahe. 
Die Linien des Quadrupletts von Protonen, die an Kerne mit IJ = 3/2 gekoppelt 
sind, sollten nach der Theorie gleichartig verbreitert sein. Die experimentellen 
Ergebnisse fiir Protonen, die an B gekoppelt sind, sind damit in Uberein- 
stimmung [42]. 
Wir berechnen noch die Linienform des Protonentripletts fiir den Fall schneller 
Quadrupolrelaxation, wenn die Verbreiterungen der einzelnen Komponenten 
mit den Aufspaltungen vergleichbar sind. Dazu verwenden wir die Formel von 
Sack [48] fiir die Intensitiat eines derartigen Tripletts. 


I(w) ~ {p[6® + 9p? + 18 pp" + (Aa)?] + 2p" (do)?}: 
 {(4@)? [62>— (dw)? P + 4p7d4 + (4@)?d8(4p"" — 10) p + (69) 
+ (Ao) p?(3p + 6p")? + (dw)*(L0p? + 4p"? + 4pp")}. 


Aw wird von der zentralen Linie aus gezahlt. p baw. p’’ sind die Wahrscheinlich- 


keiten fiir einen Ubergang von I,,, um ++ 1 bzw. -b 2. 6 ist die Aufspaltung der 
unverbreiterten Komponenten. Mit 


il 3 et 
aos GQ? T. (70) 


- 


(68) — 
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‘wird p= 1 It, p’ = 2/t-d =2xJ, wenn die Kopplungskonstante J in Hertz 
angegeben wird. ; 
Die Form des Spektrums hingt vom Parameter 
n= 2ntJ ; (71) 


ab. Wir messen die Frequenz in der dimensionslosen GréBe 


aa Aw ely 
ie Sad wacdl 


(72) 
a) pb) 

I es 
ee 

SERS 2a® 


Bild 11. Theoretische Linienformen fiir Protonen, die an Kerne mit I = 1 gekoppelt sind. 
ay 372 — 10*5 © ib)! 73°— 1102) ce) 42> = 10, -d) 2 = ft. 
Die vertikalen Linien geben die Orte der Linien ohne Quadrupolrelaxation an [46] 


und erhalten die Intensitat proportional zu 


ips Sein es We 
225 x2? + 7?2(34a4 — Qa? + 4) + 7A(a® — Qat + 2)” 


I(x) ~ (73) 


Diese Funktion ist in Bild 11 fiir eine Reihe von 7-Werten aufgetragen. 


Ich danke Herrn Prof. Dr. Léscur fiir die Anregung zur Anfertigung dieser Arbeit und fiir seine 
standige Unterstiitzung und Hilfe. 
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Im 2. Sonderband der ,,Fortschritte der Physik« sind 21 Arbeiten sowjetischer 
Physiker tiber kiinstliche Erdsatelliten enthalten. So werden z. B. das Hinauf- 
bringen eines Satelliten auf seine Bahn, seine Lebensdauer, Bahnstérungen, der 
Einflu8 geophysikalischer Faktoren sowie Probleme des Fluges zum Mond be- 
handelt. Weitere Arbeiten beschaftigen sich mit Messungen, die mit Hilfe von 
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Anwendung von kiinstlichen Erdsatelliten zur Nachpriifung der allgemeinen 
Relativitatstheorie. Ausfiihrlich werden die MeBmethoden besprochen und die 
Apparaturen beschrieben, die in den kiinstlichen Erdsatelliten eingebaut sind. 

Alle diese Arbeiten vermitteln ein eindrucksvolles Bild von der Vielseitigkeit der 


physikalischen Probleme, die im Zusammenhang mit kiinstlichen Erdsatelliten 


auftreten. 
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